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=—= PENDAHULUAN

ahasan tentang model matematika suatu programr lideasarkan

kepada pemahaman bahwa tiap masalah yang kita ihauobafu
diterjemahkan ke dalam simbol-simbol untuk menugjaproses analisis.
Dalam hal ini, model matematika suatu program lineerisikan tiga unsur
yaitu (1) terdapat variabel aktivitas yang merupakeluaran @utput),
(2) fungsi tujuan yaitu suatu fungsi linear z =f{, (X, .... ), dan pembatas
(kendala) yaitu sistem pertidaksamaan berisikanuk@as {nput) berkaitan
dengan variabel aktivitas.

Modul ini berisi tiga kegiatan belajar yaitu (1)rRecahan Dasar (basis)
dari Sistem Persamaan (2) Sistem Pertidaksamaagaiidengan sasaran
menunjang kegiatan Anda memahami pembatas (kendak#l program
linear, dan (3) Model Matematika Masalah Programebir dengan sasaran
menjelaskan kepada Anda bahwa terdapat paling tiitgk kelompok
program linear dilihat dari banyaknya pemecahanin@bya, yaitu
(1) terdapat satu pasangan berurutan variabel yagmmungkinkan fungsi
tujuan mencapai nilai optimal, (2) terdapat lebéni datu pasangan berurutan
yang memungkinkan fungsi tujuan optimal, dan (3)aki ada pasangan
berurutan tertentu yang memungkinkan fungsi tujoptimal atau masalah
program linear yang dihadapi merupakan masalah atepgmecahan tak
terikat (harga tak terbatas dari fungsi tujuan).

Apabila memahami dengan baik berbagai sistem pea@amdan
pemecahannya serta mengenali model matematikargonotinear maka
bahasan tentang cara pemecahan masalah progran (Medul 3 sampai
dengan 5) dan penerapan program linear dalam péaecanasalah
transportasi dan penugasan (Modul 6 sampai denyaak&n dipahami
dengan cepat.
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Secara umum setelah Anda mempelajari Modul 1, diji@an Anda

dapat menyusun model matematika dari suatu mapadainam linear.
Agar Anda dapat mengidentifikasi kadar pencapaigumah yang masih

umum maka jabarannya adalah dapat:

1. menentukan banyaknya pemecahan dasar sisteamazes linear;

2. merumuskan sistem pertidaksamaan sebagai gieteyamaan

3. mencari penyelesaian sistem pertidaksamaarrjinea

4. menunjukkan daerah penyelesaian layak dasansigertidaksamaan
linear (khususnya 2 sampai dengan 3 variabel pokok)

5. menemukan nilai optimal fungsi linear tertentur@na variabel bebas
terikat dalam sistem pertidaksamaan,

6. menerjemahkan masalah program linear ke dalamubenatematika
(model matematika);

7. membedakan masalah dengan pemecahan tunggalnsasalah dengan
penyelesaian ganda (alternatif optimal) maupun hahstanpa batas
dan/atau masalah kemunduran (degenerasi).
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KEGIATAN BELAJAR 1

Pemecahan Dasar (Basis)
dari Sistem Persamaan

H ampir semua masalah pemrograman linear berkaitangate sistem

: persamaan yang terdiri atas m persamaan dan rbghdamana m < n.
Oleh karena itu, penerapan pengertian pemecahi@msfgersamaan dengan
k variabel dan k persamaan dapat dilakukan demngdebih mengetahui
rankmatriks A sistem, persamaan A.X = B.

A. RANK SUATU MATRIKS

Perhatikan matriks koefisien A dari A.X = B.

; &, ... &,
a21 a22 te aZn (1.1)
8, @, - &

Apabila det(A) # 0 maka A' ada yang berarti sistem persamaan
A.X = B konsisten. Kemudian apabila detJAdet (A).... adalah tidak sama
dengan nol maka sistem persamaan A.X = B konsdd&@nmempunyai satu
pemecahanpémecahan yang unik atau tunggal).

Sistem persamaan A.X = B yang mempunyai penyelesaiaggal di
mana A adalah matriks dengan orde (n x n) merup#iqik yang penting
dalam penyelesaian suatu program linear. Kondisnikian ini berkaitan
dengan pengertiarank matriks A.

Apabila rank A = n maka sistem persamaan A.X = Bmpenyai
penyelesaian tunggal. Dan, apabila rank A = k dhank < n maka sistem
persamaan A.X = B tidak mempunyai penyelesaian.

Bagaimana menentukaank (perangkat) matriks A ,?

Perhatikan matriks A di atas (1.1)
1. Det (A) = 0 maka A tidak dapat ditentukan.
2. Det(A)# O berarti ada A

Ingat: Determinan A berkaitan dengan A matriks bspngkar.
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Untuk menjangkau pemahaman yang lebih tentang pesaian sistem
persamaan A.X = B diperlukan ekspansi kofaktor ik&trA untuk
memperoleh A.

Pertama tentukan minor matriks A
Contoh: 1.1

o b~ W
N O O

Ekspansi menurut kolom 1:

4 6
Minor elemen (entri) a = [8 2} diperoleh dengan menghilangkan baris

pertama kolom pertama matriks A.

3 5
218= {8 2} diperoleh dengan menghilangkan baris

kedua kolom pertama matriks A.

3 5
318= L 6} diperoleh dengan menghilangkan baris

ketiga kolom pertama matriks A.

Ekspansi menurut baris 1:

2 6
Minor elemen (entri) g = [ 1 2} diperoleh dengan menghilangkan baris

pertama kolom pertama matriks A.

2 4
&3 = {_1 8} diperoleh dengan menghilangkan baris

pertama kolom ketiga matriks A dan seterusnya.
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Namun, apabila kita bermaksud menentukan nilai (&t maka
diperlukan kofaktor minor elemen; yaitu K; = (-1 ' M; ; M; adalah
determinan minor darijatau M = | § |

det (A) = a1 Ky + & Koy + &1 Kag
=an Kip+ ap Ky + as Kis
= a3. Kyg + @ Ky + &3 Kaz dan seterusnya

Dari matriks A dapat disusun matriks kofaktortyai

Ky Kip oo Ko,
iy = | K Ko o Ko

K K

n2 te nn

K nl
Transpos matriks kofaktor dari A yaitu:

Kyu Ky oo Ky

Dinamakan sebagai adjoin matriks A dan dinyatakfri/)

Invers A atau A = adi(A) karena A. adj(A) = det(A)l
det(A)

Contoh: 1.2
Carilah invers dari

|
=
o b~ W
N O O1
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3
My = j = 8 — 48 = —40; M:‘S j =6 - 40 = - 34;

Ma; = =18-20=-2

RS

-1
1

1
Mo, = :2+5=7;M3:‘1 j:8+3=11

2
My, = j=4+6=10;l\43= ‘_1 j=16+4=20

Mso = ! =6-10= 4'|\§b—1 =4-6=-2
32~ 2 - - ’ _2 - -

det (A) = aiKi1 + 1Ko + aaKs
K= (—1)1 . My = ('1)2 (-40) =40
Ka1 = (—1)2 i Mgz = (-1). (-34) =34
Ka1 = (—1)3+l Mgy = ('1)4 (-2)=-2

det(A) = 1 x (- 40) + 2 x (34) + (-1) x (-2)
=_40+68+2=30

-40 34 -2
adj(A)=|-10 7 4
20 -11 -2

-40 34 -2

A'l:% -10 7 4

20 -11 -2

Karena det(A) = 30 atau det(%4)0 maka matriks A mempunyai“Adan
rank (A) = 3. Bagaimana kalau ternyata det(A) = J®vaban, pertama
matriks A tidak mempunyai invers atau A singuladua rank (A) < 3.

Perlu diingat rank suatu matriks berkaitan dengd#ai determinan
matriks bujur sangkar. Apabila matriks A adalahnkatbujur sangkar maka
rank(A) dapat diketahui setelah mencari det(A).aaternyata det(A) = 0
maka kita perlu mencari determinan matriks bujungg&ar dengan orde
(n-1) x (n -1); (n-2) x (n=2); ..... sampai denganil x
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Pengerjaan berhenti dan rank(A) ditetapkan setdipkroleh determinan
minor A tidak sama dengan nol.

Contoh 1.3:
Perhatikan matriks

4 8 2 2 0
312

A=12 1 1 = C=|-3 -2
211

3 2 2 -1 -1

Carilah rank(A); rank(B) ; dan rank(C)

1. det(A)=8+24+8-6-8-32=-6%0
Jadi rank(A) =3
2. Karena orde B adalah 2 x 3 maka harus dicaeiragnan matriks 2 x 2
yaitu
[z ol Aol
B = B,= Bs =
21 2 1 11
det(B)=1;det(B)=-1dandet(§=-1
karena nilai determinan dengan orde lebih rendah atde matriks B
tidak sama dengan nol maka rank(B) = 2.
Catatan: determinan minimal satu minor matriks d&aki sama dengan
nol berarti proses mencari rank B selesai.
Jadi tidak perlu mencari determinan semua minorkKBlau
ternyata dari satu minor matriks B sudah memperaolidu
det(M;) # 0 maka tidak perlu mencari nilai determinan dari
minor B lainnya.
3. Karena orde matriks C adalah 3 x 2 maka ran#igéroleh melalui

perhitungan nilai determinan matriks bujur sangkarg lebih kecil dari
matriks C, dalam hal ini matriks 2 x 2 dan 1 x dt{ematriks C).

Perhatikan €= [_23 _02} det(G) =-4

ternyata untuk r = 2 det (C# 0O maka rank(C) = 2 sehingga tidak
perlu menghitung nilai determinan lain.
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Contoh: 1.4

Perhatikan matriksA:E 22 2}

5 5 5
Carilah rank (A).

5

matriks 2 x 2 lain juga bernilai 0. Kesimpulan gadapat diambil dari
kondisi ini ialah rank(A) = r(A) = 1.

2 2
Ambil r =2; A, = [ 5} det(A) = 0 dan demikian pula determinan

Definisi 1.1:

Rank (atau peringkat) suatu matriks A dengan ordenrialah banyak baris

di mana paling sedikit satu matriks bujur sangkanom matriks A yang

determinannya tidak sama dengan nol. Bila banyais baatriks dengan

determinan tidak nol itu adalah r maka rank(A) &€ r; r<n.

1. Apabila r(A) = r di mana r = n maka matriks Asebut matriks yang
non-singular (atavegular).

2. Apabila r(A) = r di mana r < n maka matriks Aebut matriks yang
singular (atau tidakegular).

Definisi 1.2:

Rank matriks A dengan orde m x n di mana m < n diteatuklari nilai
determinan matriks dengan orde m x m atau mabeksangkutan yang lebih
kecil, dan merupakan sekatan (partisi) A.

Apabila minimal satu determinan matriks m x m itdlak nol, maka
rank(A) = m. Apabila semua determinan matriks m kubernilai nol, maka
rank A ditentukan dari penilaian terhadap determimatriks (m-1) x (m-1),
matriks (m-2) x (m-2) dan seterusnya sampai matrikd di dalam A.

Contoh 1.5.
Perhatikan sistem persamaan

X+y+z:4
2x+2y—-z=5
x—-y=1
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Carilah rank matriks yang diperbesar dari sistersgraaan itu.
Sistem persamaan di atas jika ditulis dalam bentattiks adalah:

1 1 1 X 4
2 2 -1 |y|=|5
1 -1 0 z] |1
1 1 1] 4 X
Misalkan: |2 2 -1 = A, |5| =B dan|y| = X maka persamaan
1 -1 0] 1 z
menjadi AX = B.

Perhatikan matriks yang diperbesar dari sistenapasian, yaitu:

11 1 4
Ag= |2 2 -1 5
1 -10 1
Nilai koefisien x digti oleh konstanta
v
11 1 4 1 1
Det(d)=|2 2 -1 deA)= |5} 2 -1
1-10 /-1 0
=0-1-2-2-1-0 0=1-5-2-4-0
=—6 =—12

Nilai koefisien y diganti oleh konstan

v

14 1
det(A)= |2 {5 -1

130 0
=0-4+2-5+1-0
=-6
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Nilai koefisien z diganti oleh konstant

'

1 1 /4
det(A)=|2 2 {5 =2+5-8-8+5-2=-6
1 -1y

ternyata det (A ¥ 0; det (A) # O;det(A) # 0
det(A) # 0.
Sehingga rank (A) = 3; rank A= 3

Apabila dihubungkan dengan penyelesaian sistenapean A.X = B di
mana A ialah matriks dengan orde n x n maka Anddupmencatat 3
kemungkinan berikut ini:

1. Sistem persamaan mempunyai pemecahan tunggéak) (kalau

r(A) = r(Ag) = n.

2. Sistem persamaan mempunyai tak berhingga pémmecdalau

r(A) = r(Ag) = k di mana k < n.

3. Sistem persamaan tidak mempunyai pemecaham kédg < r (Ag).

Catatan:
Mengenai kemungkinan ke-2 akan dibahas lebih ladglam modul tentang
masalah kemerosotan (degenerasi) Modul 5.

B. PEMECAHAN DASAR (BASIS)

Sekarang perhatikan sistem persamaan A.X = B dianmaatriks A
mempunyai orde m x n di mana m < n. Sistem persardaaikian sangat
sering muncul apabila kita menyajikan pembatas d&kr) suatu masalah
program linear ke dalam model matematika.

Carilah penyelesaian sistem persamaan
2x + 3y +4z =12
X+2y—-2z=4
Misalkan z = t maka sistem persamaan menjadi
2x + 3y =12 — 4t
X+2y =4+ 2t
sistem persamaan ini konsisten untuk tiap nilai t.
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Misalkan x = p maka diperoleh kesimpulan yang safeagan proses
pemisalan z = t.

Jadi sistem persamaan di atas mempunyai banyaki gekgelesaian
sehingga untuk keperluan tertentu kita harus memdirnatif memperoleh
beberapa penyelesaian (terbatas).

Berdasarkan pengertian rank suatu matriks yany ®@ilsahas maka di
dalam sistem persamaan A.x = B;,A(m adalah banyak persamaan dan n
adalah banyak variabel) terdapat kemungkinan r(AAz) =k <m; m <n
berkaitan dengan tiap x yang memenuhi k persam&an anerupakan
pemecahan dari A.x = B bila untuk (n - k) variadéerikan nilai tertentu
misalkan nol atau bilangan real lainnya. Dengaataatkolom dari A yang
berkaitan dengan k variabel itu bebas line@emecahan dasar (basis)
merupakan jabaran penjelasan dalam alinea ini.

Perhatikan kembali sistem persamaan A.x = B di memdapat m
persamaan dan n variabel dengan m < n.

Pertama kita anggap r(A) = rg§A= m dan dengan bantuan pengertian
partisi matriks A dapat kita jadikan A = (D,R) diama D adalah matriks
dengan orde m x m dan R adalah matriks denganmoreén-m)

Matriks kolom x = o-XRl: Xp [ X1, Xor -+ 4 %]

Xr = [Xnep Xmsze oo %

X
AX =(D.R) [x0]= D.Xp + R.Xg = B;
R
Catatan D = Dasar (basis)

R = non-basis (sisanya)

Apabila diberikan nilai untuk X= 0 maka A.X = B menjadi D X= B;
Bila invers dari D ada, sistem persamaan D.X B konsisten atau
Xp = D%.B. Pemecahan sistem persamaan A.X = B yajrEX™.B; Xg = 0
atau X = [Xp, 0] disebut penyelesaian dashaaqs) dari A.X = B.

Variabel dalam vektor (matriks) kolompXlisebut variabel dasar (basis) dan
variabel dalam X disebut variabel non-basis, banyaknya variabel basis
adalah m dan banyak variabel non-basis yang diéuerikilai nol adalah
(n—m).

Karena terdapat banyak kombinasi variabel yang padan variabel
basis maka kita perlu mengetahui banyak penyelesaiasar sistem
persamaan A.X = B.
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Banyak kombinasi tiap kali memilih m variabel darivariabel sistem
persamaan A.X = B dapat ditentukan dengan bantwans

|
nCm = - ; n! dibaca n faktorial
m!(n—m)!
1, n=0
n!=

1.2.3 n ' 1,23,....... ,

Contoh 1.6;
|
n=5m=3 Cy= 5 _ 1.2.3.4.5= 10
3121 1.23.1.2

Hal yang dapat terjadi di antara beberapa penyalesdasar (basis)
yaitu terjadi satu atau lebih variabel basis barnitol. Dalam hal ini
pemecahan basis dinamakan kemerosotlegeerasi) dan variabel basis
yang bernilai nol itu disebuvariabel degeneras dan banyaknya tidak
melebihi banyak maksimum pemecahan dasar. Bahasdaany masalah
degenerasi dalam program linear akan dibahas ddladul 5 dan 8.

Contoh 1.7:

Carilah semua penyelesaian dasar sistem persamaan.
4% + 5% + 8%+ 7% =10
3+ 2%+ 6% + 9% =11

Penyelesaian
1) Misalkan x = x, = 0, % dan x dapat dicari

8x; + 7%, =10
6X; + 9%, =11
karena r(A) = r(A) = 2 maka terdapat hanya satu penyelesaian, yaitu
X3 = 13 ;x4:1—4; X=0;%=0
30 15
Dengan cara yang sama diperoleh

13 35
2) (X, %o, X3, Xa) = (0, =, 0, =
) (X, Xo, Xay Xa) = ( 31 31)
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3) (X, X2 X3, Xa) = (O, —2,2, 0)

13 14
4) (X, X, X3, Xg) = (=, 0, 0,—
) (X, Xo, X3, Xa) (15 15)

5) (%, X, X3, Xs) =(5,-2,0,0)

Pemecahan dasar keenam tidak ada karena terdapaothm yang sama
sebagai masukan (entri) determinan matriks koefisistem persamaan

4% + 8x% =10

3 + 6 =11

Vektor kolom [4, 3] dan [8, 6] tak bebas linearwatiet(A) = 0; A adalah
matriks konstanta variabe],x«s.

Selanjutnya perhatikan teorema berikut yang naatipgnting dalam
penggunaan metode simpleks.

Teorema 1.1: Misalkan A.X = B adalah sistem persamaan yanigetguk
oleh m persamaan di dalam n variabel, dengan mdam
rank(A) = m maka jika persamaan mempunyai penyesa
layak di mana X >0 akan diperoleh pemecahan layak dasar.

Bahasan tentang teorema ini akan Anda temui datafarutentang persiapan

penggunaan metode simpleks (Modul 3).

Pemecahan dasar dapat ditentukan bila sistem paasamempunyai jumlah

variabel n > m. Bagaimana penyelesaian sistem pa@a, di mana n < m?

Untuk itu perhatikan contoh berikut

Contoh 1.8:

Carilah penyelesaian
2% + 4% =2
X+ 2% =7
X1 +6%=9

Karena terdapat 2 variabel dan 3 persamaan maka&gadien sistem
persamaan dapat dicari melalui
1. Cari penyelesaian dari sistem persamaan 2baridan 2 persamaan
(persamaan ke satu dengan kedua atau kombinasyda kemudian
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2. Substitusi nilai xdan % yang diperoleh ke persamaan ketiga. Bija x
dan % sebagai pemecahan persamaan pertama memenuhmaansa
ketiga maka x dan % sebagai penyelesaian sistem persamaan 3
persamaan dan 2 variabel. Tetapi, bila dan % tidak memenuhi
persamaan ketiga maka sistem persamaan itu tidaknpmeyai
penyelesaian (inkonsisten). Kembali perhatikanesistpersamaan di

atas.
2%+ 4dx =2 X1+ 6% =9
X+ 2% =7 Xt 2% =7

karenar(A) =4 +4 =8 0 maka karena r(A) = & 0 maka sistem
sistem persamaan konsisten, persamaan konsisten, penyelesai-
penyelesaiannya adalahx—-3  annya adalah;x= -3 dan x=2

dan % = 2 substitusikan ke substitusikan ke 2x+ 4% = 2

X; + 6% = 9 ternyata memenuhi ternyata memenuhi

Jadi penyelesaian sistem persamaan tersebut adatah3; % = 2
Perhatikan

X1+ 6% =4 0]
2% + 4 =-1 (i)
% +2%=8 (i)

Sistem persamaan

X1+ 6% =4
2% + 4% = —1 konsisten dengan penyelesaian
X = 1 dan %= 9
4 8

substitusi ke —x+ 2% = 8 menjadi %2 + %; =5#8

Sehingga sistem persamaan (2 variabel dan 3 peassgnitu tidak
mempunyai penyelesaian (tidak konsisten). Bila kitencari x dan %
dari (ii) dan (iii) kemudian substitusi ke (i) akdiperoleh simpulan yang
sama.
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&_}_% LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

1) Diketahui sistem persamaan
3x+2y-4z=10

X+y+2z=3
2x-y-3z=7
a. Nyatakan dalam bentuk A.X = B.
b. Tunjukkan minor @ matriks A.
c. Nilai kofaktor K, positif atau negatif?
Tulislah alasan Anda!
d. Carilah det (A) = aKz; + &Ks, + &3Ka3
e. Matriks kofaktor K matriks A adalah....
f.  Adj(A) = ....
g. Carilah A*
h. Carilah penyelesaian dari A.X = B dengan bantuanan det(A).

2) Diketahui sistem persamaan A.X = B dengan peasa pembentuknya

X+y+z=3
3X—-y+2z=4
X+y—-z=1

a. Berapakah r(A)?
Carilah A* dengan bantuan operasi baris elementer!
Carilah A dengan mencari dahulu matriks kofaktor K dari ikatr
Al

d. Cara mencari A manakah yang menurut Anda lebih efisien?

3) Perhatikan sistem persamaan A.X = B
X+x=1
2% -X3 +X% =2
2%+ X =3
Tulislah matriks yang diperbesag persamaan A.X = B.
Carilah r(A)
Carilah r(4)
Carilah semua pemecahan dasar (basis) A.X =B

oo op
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4) Tinjau sistem persamaan A.X = B, yaitu
X+y+2z=p
X+z=q
2x+y+3z=r
a. Gunakan operasi baris elementer untuk menuajukkibungan p, q,
dan r agar A.X = B konsisten.
. Hitung det(A) = aKy; + &Kz, + &3Kas
c. Apakah matriks A non-singular? Kalau ternyatatriks A non-
singular carilah Al

Petunjuk Jawaban Latihan

1) Sistem persamaan A.X =B
3 2 -4||x 10
1 1 2||ly|=| 3
2 -1 -3||z 7

3 -4
Minor dari @, adalah matrik%2 }; elemen pada baris kedua dan

kolom kedua dihilangkan.
Untuk mengetahui tanda jKAnda harus memperhatikan aturan

K; = (-1)") M; dengan bantuan aturan ini Anda dapat menemukgA)det
=2 X K1 -1 X K3, -3 X Kag; Tentukan dahulu K K & Kas. Matriks
kofaktor dari A adalah

-1 7 -3 lengkapilah (harus dicari dahulu;K Ki,, Kjs,
10 -1 7 K21, Kaz, Kas, Kay, Kaz & K)
8
-1 10 8
adj(A)=| 7 -1 ..
-3 7
adj(A)

A dapat Anda peroleh dengan bantuan rumts A———
det(A)
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11 1
2) A= |3 -1 2
1 1 -1

det(A)=1+2+3+1-2+3=80maka

r(A) = 3.

Mencari A' dengan bantuan operasi baris elementer sebagitber
Pertama tulislah bentuk

Masukan matriks identitas ukuran 3 x 3

] —
11 11 100
3-12 010
11 -11001

kalikan baris 1 dengan (-3) tambahkan ke barida? kalikan baris 1
dengan (-1) tambahkan ke baris 3.

11 1 1 00
0 -4 2 ' -310
00 -2 +-101
. . 1 . . 1
kalikan baris 2 dengaEx—Zj. Kalikan baris 3 dengaEw—Ej
111, 1 0 O
o011 32 2o
4 4 4
00 1. 1 0 1
L ! 2 2]
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Kalikan baris 3 dengan (-1) tambahkan ke bariKdlikan baris 3
dengan(—:llj tambahkan ke baris 2

110 L o 1
L2 2
010! 211
. 8 4 8
001! X o -2
L b2 2]

Kalikan baris 2 dengan (-1) tambahkan ke baris 1.

1
]

100:—1—1—3
'8 4 8
010! 2 -1 1
8 4 8
001I1 0——1
L 2 2]

Pengerjaan berakhir jika matriks sebelah kiri batumenjadi matriks
identitas.

. -1 2 3
Jadi Al = A 5 -2 1
4 0 -4

Lihat penjelasan untuk menjawab soal nomor 1c ukkam Anda buat

matriks transpos matriks kofaktor dan akhirnya A %((AA)); matriks
e

A yang diperoleh melalui operasi baris elementenas@ma dengan
ekspansi kofaktor.
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3)

4)

Matriks yang diperbesargAlengan orde 3 x 6

10 1 ! 00 1
Ag=|0 2 -1 1 0 1 2 r(A)=rAs)=3
00-21:10 3

10

5 I
Banyak penyelesaian dasaiG = [ }— St 4x5

2] 2B 1x2
namun tidak semua yang mungkin sebab untuk=x0; % = 0; bukan
penyelesaian untuk sistem persamaan 3 variabek{xdan x) karena
vektor. Kolom % sebanding dengan vektor kolom x
Hal yang sama akan Anda peroleh untuk variabelbasis x dan x;
dan untuk kombinasi variabel
non-basis xdan x.
Ingat syarat sistem persamaan dengan n varidéel n persamaan
konsisten bila r(A) = r(f) = k

11 2
dan dalam halinin=3dank<3.A2 0 1

2 1 3

det(A)=0+ 2+2-0-1-3=0 sehingga tidala A".
Karena det (A) = 0 maka r(A) < 3; ternyata r(A) = 2
Anda perlu mencari hubungan p,q, dan r dari dgt¢A0
dengan menuliskan dahulu

11 20p

Ag= |1 0 1 ¢
21 3 r

Setelah Anda mengerjakan semua soal di atas, lacpahami kembali

uraian tentang rank matriks, ekspansi kofaktor kimhencari determinan
suatu matriks bujur sangkar dan pemecahan dasamsi®ersamaan.
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RANGKUMAN

Rank matriks A berkaitan dengan nilai determimaatriks bujur
sangkar minor (dapat A atau lebih kecil dari A).
Kalau orde A adalah m x n maka
a. untuk m = n, rank(A) = r(A) = n bila det(4) 0 apabila det(A)
= 0 maka r(A) ditentukan oleh banyak baris (kolamipor A
entri g, dengan paling sedikit satu determinannya tidakasa
dengan nol.
b. untuk m < n; r(A) = m bila terdapat satu deterani P dalam
matriks R.m Yang bernilai tidak sama dengan nol.
Nilai determinan suatu matriks bujur sangkar alagiperoleh
melalui ekspansi kofaktor.
Misalkan A dengan orde n x n
det(A) = a:iKy + aKpp + ... + &Ky
(ekspansi menurut baris tertentu)
= iKor + gKnz + ... + 3Ky

det(A) = a:K11 + &Koo + ... + 3K, (ekspansi diagonal)
det(A) = a. K + @Ko, + ... + a.K,» (ekspansi kolom tertentu)

Ki = (—1)1+j x Mj ; M; adalah determinan minor entry a

Penyelesaian dasar sistem persamaan A.X = Bagianibanyak
persamaan m dan banyak variabel n serta m < nalgedengan
memperhatikan r(A) dan r@; Ag adalah matriks yang diperbesar
sistem persamaan A.X =B

Banyak pemecahan dasar maksimy@y, (kombinasi n unsur di
mana tiap pilihan sebanyak m unsur).

m variabel disebutariabel dasar (basis)

n — m variabel disebwariabel non-basis. Semua variabel non-basis
bernilai nol.
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1)

2)

3)

4)

1.21

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

Rank matriks yang diperbesar dalam A. X =B
Xi— X+ X3—X + X% =10

2%+ 5% + 8% + 11x% + X = 20

adalah r(A) = 2 sebab ....

A. A adalah matriks dengan orde 2 x 6

B. Ag adalah matriks dengan orde 2 x 7

C. det(A) £ 0; (A)2xe adalah partisi dari (8
D. det(A) # 0 ; (A).x adalah partisi dari (A)

Rank matriks yang diperbesag #lalam A.X =B
3+ Bxp+ 2%+ X =12

X1+ 2%+ 2%+ X =8

4x + 2% + dx+ X =17, ialah ...

A1
B. 2
C. 3
D. 6

Perhatikan sistem persamaan
X+ 6% + 2%+ X =12
X+ 2%+ 2%+ X%, =8

Banyak pemecahan dasar yang nyata sistem persatiakai ....

A. 8
B. 9
C. 10
D. 19

Kalau (%, X, X3, X4, Xs5) adalah pemecahan dasar dari
X1+ 2%+ 2%+ X =8

4x; + 2% + A + Xs= 14

maka salah satu pemecahan dasar itu adalah ....

A. (0,0,1,3,0)
B. (0,0,0,1,3)
C. (0,1,3,0,0)

D. (0,1,0,3,0)
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5) Salah satu pemecahan dasar sistem persamaan
A% + P+ 8% =16
X1+ (%) +2x%=20
adalah (0,—%% | 4)
p.4q
Hubungan antara p dan g yang berkaitan dengangadrae dasar itu
adalah ....
A. 3p+4q=0
B. 3p-4g=0
C. p-g=0
D. p+qgq=0

0 60
6) Det(A)dariA=|8 6 8|bernilai sama dengan ....

322
8 8
A 6
3 2

-8 8
B. 6
3 -2

(8 -8
C. 6
-3 2}

e
D. 6
3 2}

7) Perhatikan matriks
4 0 4 4
-1 0 1 11
A=
1 -3 0 3
6 3 14 2

Kofaktor unsur g adalah ....
A. 144

B. -120

C. 132

D. 144
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8) Matriks kofaktor dari

1 3 7
2 0 -8 adalah ....
1 -3 4

[-24 0 6

A. 33 -11 O
24 22 -6
[-24 0 -6]

B. |-33 11 O
24 22 -6
[-24 0 -6

C. |[-33.11 O
24 22 -§
-24 0 6

D. |-33 11 O
24 22 6

3 1 0
9) Perhatikan matriké = | -2 -4 3|, A'adalah ....
5 4 -2

4 -2 3

A -11 6 -9
12 7 -10
4 -2 -3

B -11 6 9
12 7 10
4 -2 -3

C -11 -6 9
12 -7 -10
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4 -2 -3
D. [-11 -6 9
-12 7 -10

10) Teliti 3 sistem persamaan berikut.

X+2y =5 5x -2y =8 2x+ 3y =-2
(i) 3x—-2y=7 (i) 3x+4y =10 (i) xy =4

4x + 5y = 17 6x +8y =20 S5y+=8
Sistem persamaan yang konsisten ialah ....
A. (i) dan (ii)
B. (i) dan (iii)
C. (i) dan (iii)

D. (i), (ii) dan (iii)

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdif 1 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgktt penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1.

Jumlah Jawaban yang Ben)gioo%

Tingkat penguasaan
grat peng Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali

80 - 89&abaik
70 - 79&%6cukup
<%0= kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan Kegiatan BelajaBagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar lytéena bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 2

Sistem Pertidaksamaan Linear

@ erhatikan dua ilustrasi berikut sebagai pengantatuku mengenali
pertidaksamaan linear. (i) Pengusaha mebel ingimpneduksi almari
kualitas tinggi dan almari kualitas sedang darilkkgti dan kayu ramin yang
tersedia dalam jumlah tertentu. Tiap unit kayu jatupun kayu ramin
digunakan secara menyebar dalam proporsi tertentukumenghasilkan
kedua macam almatri.

Hal pokok yang tersurat dalam ilustrasi itu adglBhvariabel aktivitas
ada 2 dan (2) terdapat dua masukan yang ternydiatds, yaitupaling
banyak kayu yang tersedia itu habis terpakai.

(i) Menurut Dokter, Amin dan Ani (suami istri) garmengatur menu
makannya dengan baik. Untuk itu mereka membutuhdamging miskin
lemak dan daging berlemak dalam jumlah/proporgemtu. Kebutuhan Amin
dan Anisedikitnya sejumlah daging miskin lemak dalam seminggu. Kedua
kriteria daging dapat dipenuhi oleh daging sapi algam atau salah satu.

Hal pokok yang tersurat dalam ilustrasi ini, laétkn dengan sistem
pertidaksamaan linear adalah (1) variabel bebasnglagapi dan ayam,
(2) jumlah lemak menurut kriteria kebutuhan Amimdani yang terdapat
dalam daging sapi dan ayam dalam batasan padidifit dan dibutuhkan
(non-negatif).

Kedua ilustrasi sederhana di atas menampilkan legad dua macam
pertidaksamaan linear.

1. aiXg+aX < by ;& ay danhadalah konstanta
2. puXptpeX >4 ;pu P dantadalah konstanta

Memperhatikan ilustrasi (i) di mana terdapat kagti glan ramin untuk
membuat almari kualitas tinggi ({)xdan almari kualitas sedang,xmaka
pembatas bagi masukan dapat dirumuskan

a1 Xs tasX < b untuk kayu jati

&1 X1+ &% < b, untuk kayu ramin

Demikian pula dari ilustrasi (ii) dapat dinyatakan
kebutuhan Amina x; + ap X, > by
kebutuhan Ani g x; + @, X, > b,
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Karena terdapat dua pertidaksamaan linear yangliterflalam suatu
kesatuan (keterikatan) maka gabungan dua pertidaea itu dimaksudkan
di sini sebagai suatu sistem pertidaksamaan. Kasbinlain yang dapat
tampil sebagai pembatas suatu program linear $dyeeittut ini.

Xy + aXe + aXs <, =, >b

31Xyt 3Xo + @aXs S, =, >by

& Xp + & Xp + &3 X3 <, =, >Dbs dan lainnya bergantung pada
rumusan pembatas (kendala) yang ada dalam suaalahgpemrograman
linear.

A. SISTEM PERTIDAKSAMAAN LINEAR DUA VARIABEL

Perhatikan persamaagpa+ aoy = b, ... (1.1)

Pemecahan persamaan (1.1) adalah himpunan pasénggh secara
geometri dinyatakan dengan garis lurus. Kenapa?aiBama dengan
pertidaksamaan linear ax + byc<.. (1.2) dan ax + by & ... (1.3) di mana a,
b, dan c adalah konstanta.

Untuk itu, (1) buat garisax + by =c
(2) dengan memperhatikan nilai konstanta kita gérdbidang
datar (dengan garis ax + by = ¢ sebagai pembagds)gai
himpunan (x, y) yang merupakan pemecahan pertidzdaa.
(3) kalau a, b, dan ¢ adalah konstanta reatiposi
(i) bidang datar sebeldtiri ax + by = ¢ (termasuk garis itu)
sebagai daerah pemecahan ax + loy <
(i) bidang datar sebelakanan ax + by = c (termasuk
ax + by = c) sebagaiaerah pemecahan ax + by >c

Contoh 1.9
Perhatikan 2x + 3y = 6 .... (i); 2x + 3y& (i)
dan 2x + 3y >6 )

Tunjukkan pemecahan dari ketiga bentuk itu.
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A

+
’)2(x+3y>,6

2x+3y s 6‘(
Gb. (i) Gb. (ii) Gb. (iii)

Gambar 1.1

Garis yang ditunjukkan Gambar 1.1(i) menunjukkaerdh penyelesaian

(i), daerah arsiran yang ditunjukkan gambar 1) injémperlihatkan daerah
hasil pertidaksamaan yang layak (ii), dan daeraliraar Gambar 1.1(iii)
memperlihatkan daerah hasil pertidaksamaan yaradx Iay).

Bagaimanakah kalau x dan y non-negatif?

1. Daerah hasil persamaan (i) ialah sepanjang ganmasuk titik potong
dengan sbh.x dan sh.y
2. Daerah hasil/penyelesaian pertidaksamaan @glah daerah bidang
segitiga OAB
3. Daerah penyelesaian pertidaksamaan (iii) iatetgian kuadran |
(x*, y") di luar segitiga OAB dengan segmen AB sebagailjzas.
Contoh 1.10
Perlihatkan daerah penyelesaian sistem pertidaksama
1. 2x+3y<6
3x+2y<6
2. 2x+ 3y <6
3x + 2y <6
x>0,y>0

Pertama digambarkan garis dengan persamaan
2x+3y=6dan3x+2y=6 Gambar 1.2 0] )
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Kedua, mengarsir daerah penyelesaian tiap pertidaksa(@ambar 1.2 (ii))
dan (Gambar 1.2 (iii))

Ketiga, daerah arsiran (Gambar 1.2. (iv)) menunjuld@grah penyelesaian
sistem pertidaksamaan (i).

Keempat, daerah AOB pada Gambar 1.2 (iv) menunjukkan daera
penyelesaian sistem pertidaksamaan (ii).

+
y

+ + +

=

;
>
LS

» X

o| A\\

3x+2y=6

"
> > X
% T \(3x+2y<6

2x+3y=6

1 IIIJI)I}-’V

2x+3y<6
(ii) (iii) (iv)

Gambar 1.2

Bagaimana penyelesaian dengan penerapan konsepelgsaigin
pertidaksamaan dengan dua variabel/tiga variabel gEmecahan sistem
pertidaksamaan dengan 2 persamaan dan 3 variabel?

Perhatikan (i) 2x + 3y_ €

(ii)

dengan menambahkan konstanta (dapat juga variab&b
ruas kiri, kita memperoleh
2x+3y+z=6

bila z = t; t adalah konstanta
maka 2x + 3y =6 - t;danuntuky =s
2x =6 - t - 3s; jadi pertidaksamaan
2x + 3y <6 mempunyai banyak sekali pemecahan; Ingat:
bidang adalah himpunan pasangan berurutan (x, rfyku
dimensi dua/dua variabel.
2x + 3y <6
3Xx+2y<6

x>0dany>0
dengan menambahkan variatsthck (penambah) u dan z
maka sistem pertidaksamaan menjadi sistem persamaan
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2x+3y+u=6
3x + 2y + z = 6; u dan z adalah variabel slackQ z >0

Selanjutnya kita gunakan cara pemecahan sisterarpaes.

Karena banyak variabel n = 4 dan banyak persamaa2 maka dengan
penerapan pengertian rank matriks yang diperbetaipkroleh kesimpulan
sistem persamaan (berasal dari sistem pertidaksgnma@mpunyai banyak
sekali pemecahan, di antara itu terdgmstecahan dasar (basis) yang akan
digunakan dalam pemecahan masalah program linear.

2x+ 3y+tu=6

3X+2y+z=6

TerdapatC, = 6 pemecahan dasar (x, y, u, z), yaitu
©,o,..,..); (...,0,.; (0,...,.,0)

...0,0,..; (., 0,.,0); (., .., 0, ®lakan lengkapi

Contoh 1.11
Perhatikan sistem pertidaksamaan dengan kendaleasy

3x+2y<12
3x +4y <18
x>0,y>0

Gambarlah daerah penyelesaian dan tentukan nildiedar dari
T = 4x + 5y di mana (x,y) adalah penyelesaian sigpertidaksamaan itu. T
merupakan fungsi tujuan yang akan ditentukan oigimumnya, yaitu nilai
T terbesar. Apa yang dapat kita buat untuk mekemuilai T?
Pertama, gambarlah garis g dengan persamaan 3x + 2y =ah2gdris t
dengan pertama 3x + 4y = 18 dalam bidang XOY (Garhi&a(i) & (ii)).
Kedua, arsirlah daerah hasil layak (pemecahan) GamBdiii)
Ketiga, cari koordinat titik-titik sudut poligon pembatdaerah hasil layak
Keempat, hitung nilai T.
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6
N
4,5C B (2,3)
— &, x
— X O — X
(@] 4 O 4\, 6
3x+4y <18
3x+2y <12
(i) (i1) (iii)
Gambar 1.3

1. Daerah hasil layak adalah bidang OABC; A damal@h titik potong
garis pembatas dengan sumbu x dan sumbu y. Btitilapotong garis
g dengan garis t dengan koordinat (2.3).

2. A40......... T=4x+ 5y=16

B(2,3) ... T=8+15=23

C (0,4£) T=0+ 22l = 22E

2 2 2

Nilai T terbesar dicapai bila x = 2 dan y = 3 af2)B) sebagai pasangan
penentu nilai optimal dari T.

Mengapa kita hanya memperhatikan titik sudut palig@gABC untuk
menentukan nilai terbesar dari T. Silakan Anda ragpawaban itu!

Contoh 1.12
Tentukan nilai ekstrim T = 4x + 5y jika (X, y) adhlpenyelesaian sistem
pertidaksamaan
3x+2y>12
3x + 4y >18
x>0dany>0

1. Gambarlah garis 3x + 2y =12 dan 3x + 4y = 18
2. Daerah pemecahan (hasil layak) adalah bidang tembuka ke kanan
(lihat Gambar 1.4).
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4

3x+2y=12 3x+4y=18

0) (ii) (iii)
Gambar 1.4

Garis tepi bidang hasil layak adalah:

a. sinar garis yang terletak pada sumbu y dengagi@hC

b. ruang garis CB

C. ruas garis BA

d. sinar garis yang terletak pada sumbu x dengagkah A (lihat
Gambar 1.4 (iii)).

3. Menentukan nilai T

titik X y T=4x + 5y
A 6 0 24
B 2 3 23
C 0 6 30

Kalau mencari T maksimum maka pasangan (0,6) gamilh.

Kalau mencari nilai minimum, maka pasangan (2a8)gydipilih.

Timbul pertanyaan mengapa titik (2,3) terpilihwinmenentukan nilai T
baik maksimum maupun minimum? Cobalah Anda carajzmnya!

Contoh 1.13
Gambarlah grafik tiap daerah hasil tiap pertidaksampembentuk dan
sistem pertidaksamaan

2X +y>2 ()
4x +3y<12 e (D))
0,5<x<2 ...(iii)

X,y >0 )
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Kemudian carilah nilai ekstrim T = 4x + 5y di maga y) adalah titik
bidang pembatas daerah hasil layak sistem peraadadsn itu.

y y vy
A y
A
=
_%—»X ® » X
2x+y =2 <£x<2 X=0,Y=20
(i) (iif) (iv)
y y
A A
%j 4 \
= \ .gi?g)
— 4
= > X | N ?\ »>X
4x+3y<12 "
(ii) V)
Gambar 1.5
Titik | x | y | T=4x+5y
A 1 0 4
B 2 0 8
C 2 | 4 44
3 3
b 11w 56
2 3 3
E [ 1] 1 7
2
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Simpulan: Nilai Maksimum T =53—6 di titikk D

Nilai minimum T = 4 di titik A
2. SISTEM PERTIDAKSAMAAN TIGA VARIABEL

Perhatikan ax+by+cz=d ... (i)
ax+by+czd ... (ii)
ax + by +czxd ... (iii)

Pertama-tama kita bahas a, b, ¢ dan d konstarsitifpatau secara
geometris akan kita bahas daerah dalam ruang y#dragadi oleh bidang
X*OY*, X*0Z', dan YOZ' .x,y,z>0.

1. Daerah pemecahan ax + by + cz = d terdapat Ipddag yang melalui

A(E—(i ,0,0);

B (0,% ,0); C (O’O’% ), lihat gambar 1.6 (i)

2. Daerah pemecahan ax + by +_cH;<, y, z_>0 adalah bangun ruang
(imas O.ABC) yang dibatasi oleh bidang XOY, XOzZ0¥, dan
ax + by + cz = d. Lihat Gambar 1.6 (ii)

3. Daerah pemecahan ax + by +_cd;>, y, z_>0 adalah bangun ruang
pada permukaan bidang ax + by + ¢z = d dan dilioas O.ABC. Lihat
Gambar 1.6 (iii).

y (ii) (iif)

Gambar 1.6
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Apabila terdapat kombinasi lain maka pemahamannrzabasan dalam
Stereometri sangat esensial untuk menunjang usatia menemukan daerah
pemecahan sistem pertidaksamaan tiga variabel.

Contoh 1.14

Tunjukkan dengan gambar daerah pemecahan sist¢idageamaan

4x + 3y + 22 <12

2x + 4y + 32 <12

X, y,z>0

Untuk itu, gambarlah bidango : 4x + 3y + 2z =12
B:2x+4y+3z=12
Lihat Gambar 1.7

A (3,0,0); C (0,4,0); D (0,0,6)
B (6,0,0); R (0,3,0); E (0,0,4)
B dan titik pada irisan antara dua bidgaitu

P§,1—52,0) Q§,0,3)

Gambar 1.7

Daerah pemecahan (layak hasil) adalah limas Q.OAPRE
Berapa nilai maksimum T =2x + 3y +z ?

X y z T=2x+3y+z
0 0 0 0 0
A 3 0 0 6
P 6 12 0 96
5 5
R 0 3 0 9
Q 15 0 3 6
E 0 0 4 4
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Nilai maksimum T = 9,6 ditentukan oleh pasangaw, yang terdapat
pada irisan kedua bidang yang diketahui dan daleang pemecahan (limas
terpancung ORE. APQ). Bagaimana bila pernyataaidpksamaan menjadi
Ax+ 3y + 2z >12
2x+4y +3z_>12
x>0;y>0;z>0

Jawabannya adalah sebagai berikut

1. Gambar bidang danp (lihat Gambar 1.7).

2. Daerah yang dibatasi oleh bidang BPQ dan CPQ&ndeuang XOY*
dan bagian bidangx dan B (lihat Gambar 1.7) merupakan daerah
pemecahan.

Cari nilai minimum T = 2x + 3y + 4z

X y z T=2x+3y+4z
B 6 0 0 12
P 1,2 2,4 0 24+7,2=9,6
Q 15 0 3 3,0+0+12=15
D 0 0 6 0+0+24=24
C 0 4 0 0+12+0=12

Nilai minimum dicapai pada titik P yang terletakdparisan antara dua
bidang pembentuk sistem pertidaksamaan di atas.

Perhatikan kembali sistem pertidaksamaan, Contd.1Apabila
memasukkan variabel baru u dan v maka sistem pkg@gmaan ini menjadi:

4x +3y+2z+u=12()

2x+ 4y + 3z +v =12 (ii)

Xx>0;y>0;z>0;u>0;v>0

Karena terdapat 2 persamaan dengan 5 variabel sigtkan persamaan
itu mempunyai banyak sekali pemecahan. Untuk ita gilih pemecahan
dasar (basis) yang layak sebagai pemecahan sistesanpaan.
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Variabel basis Variabel non-basis Keterangan
u=12;v=12(1) x=0;y=0;z=0 layak
u=-12;x=6 v=0;y=0;z=0 tidak layak
u=3;,y=3(2 x=0;v=0;z=0 layak
u=4;z=4(3) x=0;y=0;v=0 layak
x=3;v=6(4) u=0;y=0;z=0 layak
y=4;v=-4 x=0;u=0;z=0 tidak layak
Z=6;v=-6 x=0;y=0;u=0 tidak layak

6 12
x=—:y=— (5 u=0;v=0;z=0 layak

=R A= (5) y

3
x=E;z=3(6) u=0;y=0;v=0 layak
y=12;z=-12 x=0;u=0;v=0 tidak layak

Catatan: Disebut layak karena memenuhi syarat nilai valiaglalu non
negatif. Disebut tidak layak karena ada variabelgydernilai
negatif.

Bagaimana nilai T = 2x + 3y + z?
Ty=0:T2=9;T5=4Tsy=6
T(5):1—52 + 3—56 =96:T,=6
Jadi nilai maksimum T = 9,6 yang sama dengan aaféikgpada Contoh 1.14
Bagaimana kalau ternyata sistem pertidaksamaan tgadgpat dalam
batas X, y, dan z non-negatif seperti berikut.
4x + 3y +z2<19
2x+3y+4z <1
X+ 2y +3z<14

1. Dengan bantuan gambar, penyelesaian diperolegadelebih dahulu
menggambar 3 bidang datar di dalam sistem koordbaatesius XYZ
(lihat Contoh 1.14).

Bidang ()4x+3y+z=19
(i)2x+ 3y +4z=21
(i)x+2y+3z2=14
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Kemudian arsir daerah dalam ruangYXZ® yang memenuhi ketiga
pertidaksamaan. Penyelesaian sistem pertidaksaradaitah himpunan
titik-titik (x, y, z) yang terdapat pada bangunmgaerbentuk ................
(silakan Anda jawab setelah menggambar).
Selanjutnya cari koordinat titik sudut bangun i@engan cara mencari
pemecahan sistem persamaan, yaitu 2 persamaarnasirtiildan (ii); (i)
dan (iii); (ii) dan (iii); dan tiga persamaan sittau (i), (i), dan (iii).
2. Masukkan pada ruas kiri tiap pertidaksamaararaelserurutan variabel

non negatif u,v, dan w sehingga menjadi

Ax+3y+z+u=19

2x+3y+4z+v =21

X+2y+3z+ w=14

Terdapat 3 persamaan dengan 4 variabel. Perhakigmbali aturan
tentang penerapan rank matriks koefisien varialael chnk matriks yang
diperbesar sistem persamaan.

Tiap pemecahan dasar (basis) akan kita peroleffiaketeengambil 3
variabel non basis. Misalnya variabel basis pertama dan w; variabel non-
basis x, y, dan z, dan seterusnya. Terda@at= 20 pemecahan dasar.
Pemecahan dasar yang layak adalah pemecahan dasanal nilai variabel
basis selalu non-negatif. Apabila T xa+ ay + a;z maka nilai variabel u,
v, dan w adalah nol biar pun variabel itu menjadtiiabel basis. Mengapa?
Karena u, v, w dimaksud sebagai variabel penamtbatk) untuk mengubah
sistem pertidaksamaan menjadi sistem persamaainggehperlu diperkecil
peranannya.

C. SISTEM PERTIDAKSAMAAN DENGAN 4 VARIABEL (ATAU
LEBIH)

Seperti pertidaksamaan linear 2 variabel dan 3abatj pertidaksamaan
linear dengan 4 variabel dapat diselesaikan dergaa menambahkan
variabel penambah. Sedangkan cara grafik sepédrtisba tentang 2 variabel
atau tiga variabel tidak bisa kita gunakan untukncaei penyelesaian
pertidaksamaan dengan 4 variabel.

Tinjau () axi+ aX+ axXz+axs<b
(il) @piX1 + @2Xp + BaXs + BaXa <D,
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(iii) agaXy + 8g2Xp + @yaXa + B Xa < b
(iv) x> 0;%> 0;%> 0; %> 0

Nilai variabel yang merupakan pemecahan sistenida&gamaan harus
mengubah tiap pertidaksamaan menjadi pernyataagby@mar dan terdapat
dalam batasan non-negatif.

Kita perhatikan sistem persamaan dengan pertidaaarpembentuk
yaitu (i) dan (ii). Tambahkan &e ruas-kiri (i) danske ruas kiri (ii).

Xyt aXot aXstadks+ts=h
B1X1 + X + XXz + XoXa + S = (F)

Karena terdapat banyak sekali pemecahan sisterapaas (*) maka
alternatif yang mungkin kita ambil adalah mencaimecahan dasar (basis).
Untuk itu, tiap pemecahan dasar mengandiuggvariabel basis danempat
variabel non-basis. Mengapa? Silakan Anda menjawabnya.

Sedangkan untuk satu variabel basis bernilai (rahsa¢generasi) akan
kita bahas di dalam modul tentang primal dual degederasi (modul 5).

Pemecahan dasar awal dari (*) adalah

S =by; & = by X3 = % =% =X =0, dan seterusnya menentukan banyak
kombinasi 2 variabel dari 6 variabel yang tampibasgai variabel basis.
Jumlah maksimum pemecahan dasar dari (*) adalah

6 6! 5x6
Co = [ ]— = =

2)” 2141 1x2
Contoh 1.15
Carilah pemecahan dasar sistem pertidaksamaan
2%+ 2%+ 4dx + 3% < 12 ............. 0]
Ay + 2%+ 3+ 2% < 12 ............ (ii)

dengan catatan nilaj,xj = 1, 2, 3, 4 adalah non-negatif.
Tambahkan variabel slack pada persamaan (i) danppada persamaan (ii)

2%+ 2% + 4% + 3% + X5 =12
Ax; + 2% + 3 + 2% + X5 = 12
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(1) Variabel basisedan % ; non-basis x X, X3 dan %

(2) Variabel basisedan x ; non-basis ...............c..cec...
(3) Variabel basisgdan % ; ........ccoeeecvvviiiieiii s
(4) Variabel basisgdan % ; ....c.oooveviiiii

(5) Variabel basis ............. ; non-basig Xy, X3, dan %
(6) Variabel basis ............. ; non-basig X3, X, dan %
(14) Variabel basis ............. ; non-basig X4, X5, dan %

Coba Anda teliti vektor kolom ,xdan vektor kolom b dari matriks yang

diperbesar
2 2 4 3 1 0 12
4 2 3 2 0 1 12

Berdasarkan pengertian rank (A) dan rank)(Asimpulan apakah yang
dapat dirumuskan tentang pemecahan dasar sistesanpaan (*). Silakan
Anda baca kembali uraian dalam modul 1 atau dakuBAljabar Linear
Elementer (Howard Anton)/Pengantar Matriks (SuprarX). Jawaban
diserahkan kepada Anda sebagai bahan kajian.

&_}% LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

1) Gambar daerah pemecahan pertidaksamaan
(i) 3x+2y<6
(i) 2x- 5y>10
(i) 5x + 2y <4
(iv) 5x + 7y >35

2) Gambar daerah yang memenuhi sistem pertidaksardan tentukan
koordinat titik sudut yang terbentuk
i) x+y<1
x-y<1
(i) 2y-x<2
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3)

4)

5)

6)
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2y-3x<-1
(iiyx +2y <12
2x +y<12
x>0;y>0
(iv)y3x+4y<12
5x + 6y <30
1<x<3

Gambar daerah yang memenuhi sistem pertidaksama
(i) 2x+5y+4z<40

5x + 4y + 2z <40

x>0;y>0;z>0
(i) 2x + 4y + 5z <60

4x + 5y + 2z <60

5x + 2y + 4z <60

x>0;y>0;z>0

Tentukan nilai maksimum T = 3x + 4y di mana andy adalah
pemecahan sistem

2x + y<12

X+ 2y<12

x>0;y>0

Tentukan nilai maksimum dari T = 2x + 2y + 8zmana x, y, z adalah
pemecahan dari
2xX + 5y + 4z <40
5x +4y + 2z <40
x>0;y>0;z>0

Masukan variabel penambahdatk) non-negatif ke ruas Kiri
pertidaksamaan, kemudian carilah semua pemecahaar dastem
persamaannya.
(i) 3x + 4y<12

bx+ 3y <15

x>0;y>0
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(i) 3x+4y+2z<24
2x + 3y +4z 24
x>0;y>0;z>0

(ii) 4x + 3y < 18
3x + by <19
2x + 3y <12
Xx>0;y>0

Petunjuk Jawaban Latihan

1)

2)

Gambarlah garis (i) 3x + 2y = 6 kemudian substi(x, y) yang dalam
hal ini (0,0) ke dalam pertidaksamaan dan perhatikdai kebenaran
pernyataan itu.

Kalau ternyata benar, lihat di mana letak (0,0)d&an arsir daerah yang
sesuai. Gambar garis (i) 2x - 5y = 10, kemudiabsstusi (0,0) ke
dalam pertidaksamaan, akan diperoleh TO>menghasilkan pernyataan
yang salah, sehingga daerah pemecahan pertidaksaendapat sebelah
bawah/kanan 2x - 5y = 10. Cara yang sama untuk ganbar (arsiran)
daerah pemecahan x + 2y4 hanya saja himpunan titik pada garis
X + 2y = 4 adalah penyelesaian pertidaksamaaradaran ke arah titik
(0,0).

Proses menjawab soal ke-2 merupakan lanjutain pé&kerjaan pada

nomor 1.

a. perlu menggambar garis dengan persamaan x + gan x -y =1
dalam satu bidang XOY; kemudian arsir daerah yamgnemuhi
sistem pertidaksamaan.

b. perlu menggambar garis 2y - x = 2 dan y - 3% kemudian arsir
daerah dengan memperhatikan tanda pertidaksamaan.

c. gambar garis x + 2y = 12, melalui A(12,0) daf®,B) kemudian
gambar garis 2x + y = 12, melalui C(6,0) dan D(D,B2sir daerah
dalam bidang XOY* yang memenuhi sistem pertidaksamaan.

d. gambar garis melalui A(4,0) dan B(0,3)
gambar garis melalui C(6,0) dan D(0,5)
gambar garisx=1danx =3
arsir daerah sesuai dengan tanda pertidaksamaan
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3)

4)

5)
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Daerah pemecahan terdapat pada poligon PQRS; R)dadalah
perpotongan x = 1 dengan garis AB dan CD; R dand&ah
perpotongan garis x = 3 dengan CD dan AB.

a. Gambar bidang-bidang datar 2x + 5y + 49 ddn
5X + 4y + 2z = 40 kemudian arsir daerah dalammguX'Y*Z"
dengan memperhatikan tanda pertidaksamaan.

b. Gambar bidang melalui A(30,0,0), B(0,15,0), C(0,0,12)
gambar bidan@ melalui K(15,0,0), L(0,12,0), M(0,0,30)
gambar bidang melalui P(12,0,0), Q(0,30,0), R(0,0,15)
arsir daerah dalam ruang™X'Z* dengan memperhatikan tanda
pertidaksamaan.

Gambar garis x + 2y = 12 dan 2x + y = 12 kerandarsir daerah itu
dengan memperhatikan tanda pertidaksamaan. Nilai I8; T, = 28;
T3 =24. y

\\

A
2

a

W

- X
7,0 1\'
0

Gambar bidang 2x + 5y + 4z = 40
5x +4y + 2z =40

Arsir daerah yang terdapat dalam ruang dengan mdrapkan tanda
pertidaksamaan.
R(20,0,0); U(0,8,0); S(0,0,10)
W(8,0,0); V(0,10,0); Z(0,0,20)
P adalah perpotongan garis 2x + 5y =40

5x + 4y =40
Q adalah perpotongan garis  2x +4z =40

5x +2z =40
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Daerah penyelesaian pada bangun ruang OUS. WR@s(lierpancung).
Substitusikan nilai x, y, dan z pada koordinat PWQ S dan U ke dalam
T = 2x + 2y + 3z dan Anda akan peroleh nilai maksimT.

Gambar 1.7a

6) a. Masukkan variabalack u dan w sehingga sistem pertidaksamaan
menjadi 3x + 4y + u =12
5x+ 3y +w=15

Pemecahan dasar pertama (x,y,u,w) (0,0,12,15)
kedua (0,5,-8,0) tidak layak
ketiga (0,3,0,6)

keempat (3,0,3,0)
kelima (4,0,0,-5) tidak layak
keenam (..., ....,0,0) silakan Anda lengkapi

b. Masukkan variabel slack u dan w sehingga sigiertidaksamaan
menjadi 3x + 4y + 2z + u =24
2x+3y+4z+w=24
Pemecahan dasar pertama (x,y,z,u,w) (0,0,0,24,24)
kedua (0,0,6M2,
ketiga (0,0,1,232) tidak layak
dan seterusnya
c. Silakan Anda cari sendiri.
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RANGKUMAN

1. Sistem pertidaksamaan ax +_byg xax + by > ; a, b, c konstanta

a.

px + qQy K; pX + qy_>r ; p, g, r konstanta
x®;y>0
dengan bantuan gambar garis ax + by = ¢ dangx=r dan
arsir daerah pemecahan, kita dapat menemukan Ipebera
penyelesaian yang ditunjukkan oleh titik sudut pduidang
pemecahan untuk menentukan nilai maksimum/minimam d
T = mx + ny; m dan n konstanta.
dengan memasukkan variabel penamtshdick) yang positif
sistem pertidaksamaan menjadi
ax + by + u=c; a, b dan c konstanta
px+qy +w=r; p, g, dan r konstanta
x>0 ;y>0;udan w variabel slack
Banyak pemecahan dasar adalah banyak kombinasi ndar
variabel dengan tiap pilihan m variabel, n adalamnyak
variabel termasuk variabel penambadhadk) dan m adalah
banyak persamaan; m & m variabel disebut variabel basis
sedangkan n — m variabel disebut variabel non-basis

2. Sistem pertidaksamaan

a.

ax+by+czd ; ax+by+czx
pX+qy +rz< : px +qy +rz_st
x>0;y>0;danz>0 x>0;y>0;z>0

dengan bantuan persamaan ax + by + cz = d dargpx rz = t

dan gambar bidang datar yang ditunjukkan dengan dua
persamaan itu serta arsir daerah dalam ruang XYsliase
dengan tanda pertidaksamaan dapat kita perolehaldaer
penyelesaian serta beberapa penyelesaian penitiljudkstrim

dari T = kx + ly + mz.

dengan memasukkan variabel penambalack) sistem
pertidaksamaan menjadi

ax+by+cz+u=d

px+qy+rz+w=t
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% TES FORMATIF 2

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1) A

N

c P

0 A\B -

Perhatikan gambar di atas, jika A(40,0); B(go,@(o,%)j dan

D (0,80) maka koordinat P adalah ....
A. (20,35)
B. (25,30)
C. (30,25)
D. (35,40)

2) Koordinat titik sudut dalam daerah pemecahan
2x + 5y < 100
5x + 2y <100
x>0;y>0
adalah titik pada alternatif jawakecuali ....
A. (50,0)
B. (0,20)
c. (%0100,
7 7
D. (20,0)

3) Nilai maksimum T = 2x + 3y, di mana (x, y) adalttik pembatas
daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan
6x + 11y <480
2x +y <80
x>0;y >0 adalah ....
80
120
140
160

ooOow»
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4) Lihatlah gambar di bawah. Nilai T = 5x + 4y gagicapai x, y di titik P,

5)

6)

7

adalah ....
y
W00
\.
64_ =
80
» X
5m\‘\\
A. 250
B. 256
C. 310
D. 320
Diketahui  8x + 5y >0
X+ 2y >8
x>0 ;y>0

Pasangan berurutan (titik) yang terdapat di ardlesnatif jawatbukan
titik sudut daerah pemecahan, yaitu ....

A. (8,0

B. (0,8)

C. (5,0

D. (3,3)

Diketahui  3x + 5y + 6z 80
6x + 3y + 2z 30
x>0;y>0;z>0
Titik yang ada pada alternatif jawab terdapat mhatierah penyelesaian
sistem pertidaksamaakecuali ....
A. (5,0,0)
B. (2,4,0)
C. 40,3
D. (3,2,2)

Nilai maksimum T = 4x + 3y + 3z dalam batas
3x + 5y + 62 <30

6x + 3y + 22 <30

X, Y, dan z non negatif adalah ....



® PAMA3331/MODUL 1

8)

9)

A. 20
B. 22
C. 23,15
D. 24,29

Diketahui sistem pertidaksamaan
X+y>20

x + 3y>30

3x+y>30

x>0:y>0

Titik yang tidak terdapat dalam daerah penyelesadtalah ....

A. (30,0)
B. (15,5)
C. (5,15)
D. (0,20)

Perhatikan sistem persamaan
X+2y+z=4
2x+y+5z=5

Pemecahan yang bukan merupakan penyelesaianadizdal ....

A. (0,1,2)
B. (50, -1)
C. (2,1,0)

5 2
D. (0,=,=
©.3.3)

10) Perhatikan sistem pertidaksamaan

X+2y+3z+4ud
2X+y+3z+2u<3

1.47

Tambahkan ke ruas kiri tiap pertidaksamaan variatwe-negatif w dan t
sehingga menjadi sistem persamaan. Kombinasi yangedia pada
alternatif jawab adalah kombinagariabel non-basis dari pemecahan
dasar. Kombinasi yang menunjukkan sistem persamaan devaaabel

basis tidakmempunyai penyelesaian, adalah ....

A Xy, w,t
B. x,z,w,t
C. y,uw,t
D. z,u,w,t



1.48 PROGRAM LINEAR @

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdiif 2 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2.

Tingkat penguasaan Jumlah Jawaban yang Ben)g 100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali

80 - 89&dbaik
70 - 79&6cukup
<%0= kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan Kegiatan BelajaBagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar Rjtéena bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 3

Model Matematika Masalah
Program Linear

@ rogram linear, kata benda dari pemrograman lingéinear
programming), muncul dalam bidang penelitian operasional
(Operational research), telah terbukti sebagai cara yang paling tepatikun
penyelesaian masalah tertentu. Ide ini pertama diitkmbangkan dalam
bidang kemiliteran selama Perang Dunia Kedua, kéanudikembangkan di
dalam bidang pemerintahan, manajemen, komersial pamagangan,
aplikasi dalam bidang industri, dan lainnya.

Persoalan pokok yang dihadapi, seperti inti bahadzlam kegiatan
belajar 3 ini adalah sejauh mana masalah itu diteahkan ke dalam model
matematika sehingga dapat dianalisis dengan lebksasna. Tentu saja
upaya menerjemahkan masalah ke dalam model makantatak terlepas
dari hakikat program linear sebagai suatu teknilepeanaan yang bersifat
analisis memakai model matematika.

Untuk itu, diawali dengan memperhatikan contoh yditgmpilkan oleh
Brian D. Bunday, sebagai berikut.

Contoh 1.16

Sebuah Firma memproduksi sendiri rak buku dalamndodel, yaitu A
dan B. Produksi rak buku dibatasi oleh persediaatenal (papan kualitas
tinggi) dan waktu yang terbatas mesin pemrose9 Trdt A memerlukan
3n? papan dan tiap unit B memerlukan 4papan. Firma memperoleh
1.700 nf papan tiap minggu dari pemasok sendiri. Tiap Anitembutuhkan
waktu 12 menit dari mesin pemroses dan tiap unihgnbutuhkan waktu
30 menit. Setiap minggu memungkinkan total waktisimel60 jam. Jika
keuntungan (profit) tiap unit A sebesar $2 dan tiaji B sebesar $4, berapa
banyak unit dari tiap model akan di produksi tiaipggu!

Rumusan masalah yang ditampilkan oleh Brian diaragebagai berikut.

1. Terdapat tujuan yang dicapai, yaitu mencapainkeigan melalui
produksi rak buku jenis A dan B di mana tiap jemieduksi itu telah
direncanakan mempunyai hargaildi, konstanta, parameter) tertentu.
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Apabila banyaknya jenis rak buku A dan B disebdtagai x dan x»
dengan harga tiap jenis/unif dan ¢ maka fungsi objektif tQjuan)
tersebut ialah

Z =X+ X,  Memaksimumkan ®

x; dan % adalah keluaranog@tput) perusahaan dan disebut variabel
aktivitas. Fungsi tujuan di atas berbenfukgs linear, karena tersirat
perbandingan pfoporsional) jika terjadi pertambahan pada tiap unit
keluaran akan terjadi perubahan menyebar dalamomifiasio) yang
sama ¢ terhadap tiap xdan ¢ terhadap xatau dalam rumusan yang
lebih umum

Z =G.X; J=1,2, i , N

Jadi aspek penting masalah program linear jika dumgjuan bentuk
fungsi linear, ada asumsi (atau anggapan) lineadsproporsionalitas.

2. Terdapat sumber daya atau masukapul) yang berada dalam keadaan
terbatas. Dalam hal ini, Firma mempunyai persediaaralui pemasok
sendiri, yaitu tiap minggu 1700°mdan waktu kerja mesin pemroses
yang terbatas, yaitu tiap minggu 160 jam.

a. Papan— untuk tiap xunit A diperlukan 3xn’
untuk tiap x unit B diperlukan 4xm?

b. Jam Mesin — untuk tiap unit A diperlukan 0,2 X jam
untuk tiap x unit B diperlukan 0,5 »jam

Masukan (persediaan) yang terbatas itu proporsaaraada keterkaitan
dengan keluaran (variabel aktivitas) sehingga ddpamuskan dalam
hubungan yang linear, yaipgrtidaksamaan linear.

Papan: 3x+ 4% < 1700

Jam Mesin: 0,2x+ 0,5 % <160

Pembatas (kendala) tersebut harus memenuhi syamgttgrkait dengan
keluaran, yaitu non-negatif; x> 0; % >0.

Rumusan masalah yang direncanakan oleh Firma tdrdeln disajikan
dalam bentuk rumusan kuantitatif menjastidel matematika program linear
adalah
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Fungsi tujuan Z= 2x+ 4% Memaksimumkan
Pembatas (kendala) 8x 4% < 1700
2% + 5% <1600
Syarat keterikatan keluaran x 0; x, > O(atau ditulis singkatxx, >0)

Catatan:

1. Keluaran non-negatif berarti paling sedikitakdmemproduksi, yaitu
X, = Oatau x= 0

2. Tanda pertidaksamaan kurang dari (lebih keail) dnengandung makna
paling banyak papan yang tersedia 17Gthabis terpakai dan jam kerja
mesin tidak boleh lebih dari 160 jam/minggu.

3. Masukan (input) positif berarti papan dan mgsing akan dipakai untuk

memproses tersedia.

Rumusan masalah yang dihadapi Firma tersebut #dasifikasi sebagai

suatu program linear, selain aspek linearitas dapgrsionalitas, terdapat
pengertian mendasar, yaitu;

1.

Kriteria optimal fungsi tujuan ditentukan ol@dmlah sesuai dengan
harga masing-masing variabadftivitas).

Nilai variabel pengambilan keputusan dapat pegkan bilangan bulat
atau kalau diperlukan dapat saja sebagai pecahasilfilitas) dan
Semua konstanta atau parameter (njlpiada fungsi tujuan,;lsebagai
sumber dana atau masukan yang tersebar menjadcara proporsional
menunjang variabel aktivitas) tetap atau ditentudecara pasti.

Selanjutnya, sebelum dirumuskan bentuk baku danorklnsuatu

program linear perhatikan contoh masalah sedertemang minimumkan
fungsi tujuan (ditampilkan oleh Bunarso T, 1976).

Contoh 1.17

Seorang pedagang (pengusaha kecil) telah menermgedis kembang

gula dari seorang pengusaha. Dalam tiap jenis memnkdat, karamel dan
gula dengan perbandingan.

Cokelat Karamel Gula

Jenis A (%) 20 20 60
Jenis B (%) 20 60 20
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Kedua jenis ini dicampur dan kemudian dimasak laguk dijadikan
kembang gula lagi dengan label sendiri; denganitoeidan kembang gula
dengan label baru akan lebih laku jika memuat gasiedikit 4 kg cokelat,
paling sedikit 6 kg karamel, dan paling sedikit @ gula. Harga jenis A
adalah $10 per kg dan jenis B $15 per kg. Berapgddadari tiap jenis harus
dicampur supaya biaya serendah-rendahnya.

Terjemahan persoalan

Fungsi tujuan Z=10x+15% Meminimumkan
Pembatas X+ % > 20
X + 3% >30

3+ % >30
Syarat variabel x> 0; % >0

Rumusan umum bentuk baku suatu program linear tddipgatakan
sebagai berikut.
Carilah nilai %, %, ...., X, yang dapat menghasilkan berbagai kombinasi
optimum (maksimum atau minimum)

Z = GX1+OXo + ... + GX,
Pembatas

aiXy + aXp + ... + 8y Xy < atau >by

X1 + @t ...+ Xy <atau>by

AaXp + Xz ... + GaXn < atau >by
GniXz + GnXe ... + GXn < atau>by,

Syarat variabelpe 0 untuk j = 1,2, ..., n
Dengan menggunakan notasi sigma

n
Fungsi tujuan Z :chxj ,untuk j=1,2, ..., n

=1
n

Syarat ikatany_ a;x; < atau_>b
e

Untuki=1,2, ..., mdanx>0
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¢, = koefisien harga variabel pengambilan keputwkslam fungsi tujuan,
atau parameter yang dijadikan kriteria optimasi.

X; = variabel pengambilan keputusan yang harusridiatau variabel
aktivitas (keluaran atau output).

a; = konstanta variabel aktivitas ke-j dalam peraban (kendala) ke-i.

b = sumber daya yang terbatas atau konstantd geiteelah kanan) dari

pembatas ke-i, yang membatasi aktivitas berkaitangdn usaha
mengoptimalkan fungsi tujuan;; juga disebut sebagai masukan
(input).

Z = nilai skalar yang berkaitan dengan kriterengambilan keputusan
fungsi tujuan.

Dengan menggunakan notasi matriks-vektor, rumusasoplan suatu
program linear dapat disajikan sebagai berikut.

Maksimum (atau minimum) z = X, (i)
di mana x>0 (ii)
dan AX.<b (i)
di mana &= (¢, &, ....G), vektor baris 1 xn

Xo = (X1, X2, ..., %), Vektor kolomn x 1

b=(, b, ..., ), vektor kolom m x 1
dan A, = (g) adalah matriks dengan orde m x n

Indeks "0" pada xdan A menunjukkan matriks kolom dengan masukan
(entri, unsur) variabel pokok dan matriks A yangidikan koefisien variabel
pokok sesuai dengan banyak pembatas.

Contoh 1.18
Fungsi tujuan Z = 4x+ 3% Maksimum
Pembatas 3¢ 4 <12
T+ 2%< 14
X>0;%>0

1. Variabel pokok (keluaran) xian x%

2. Kalau di dalam ruas kiri pertidaksamaan pembatattambah variabel
penambah (slack); slan s dengan syarat tetap non-negatif maka banyak
variabel menjadi 4.
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Rumusan persoalan Contoh 1.18 menjadi
Z=4%+3%+0.5 +0.s
3 +tadxt+s =12
T +2%+5=14
X1, X2, S, S hon-negatif.

Pada prinsipnya setiap persoalan program lineaatddipecahkan atau
menghasilkan penyelesaian. Namun, tidak bisa dinindkan terjadi 3
kategori yaitu (1) ada satu pemecahan yang menkajukungsi tujuan
mencapai optimal, (2) ada satu penyelesaian takater(3) tidak terdapat
penyelesaian layak dari suatu persoalan yang dskaruke dalam bentuk
program linear. Tentang satu pemecahan optimalyaénterdapat dua
alternatif, yaitu: jawaban tunggal yang dicapaigadtu titik (untuk masalah
dua atau tiga variabel pokok); dan nilai optimatagtiai oleh dua titik atau
lebih dalam daerah penyelesaian .

Untuk memperlihatkan ketiga kategori di atas, peékha contoh berikut.
Contoh untuk jawaban tunggal, kita memperhatikarsqaan pada contoh
1.18 di atas.

Z=4x% + 3% Maks
Pembatas 3¢ 4y <12

X +2% <14

Xt 20;%>0

Pemecahan masalah dua variabel pokok merupakarrapane cara
pemecahan sistem pertidaksamaan linear (KegiatijeB&2).
Lihat gambar di samping. Daerah arsiran adal;;\mﬁaayak.

Z,=8 A(2,0) v
7
127 16 21
z,= == PCD,22)
11 11'11 ]
Z:=9 D(0,3) ANE

OA\2

Gambar 1.8



® PAMA3331/MODUL 1 1.55

Jadi nilai maksimum Z dicapai pada titik sudut Ri gligon daerah
layak OAPD.

Contoh 1.19:
Maksimum Z = 6x + 2%
Pembatas non-negatif Ax 5»% < 20
3% +X%<6

Perhatikan gambar ternyata gradien garis
3x; + X% = 6 sama dengan gradien
6x; + 2% = 12 dalam hal ini Z = 12 ; di

itik A (12, 38y 7 = 12: di titik P (2,0)
11’ 11

X,+5%,=20 dan untuk tiap titik pada ruas garis AP tetap
Z = 12, inilah masalah penyelesaian yang
X berkaitan dengan penetapan koefisien harga
pada fungsi tujuan. Di titik R(0,4) nilai
Z=8.

Gambar 1.9

Dengan demikian Contoh 1.9 adalah contoh penyealesgptimum yang
dicapai oleh dua titik atau lebih.

Contoh 1.20 1
Penyelesaian tak terikat X%,=1
Fungsi tujuan Z = x+ % Maksimurr
pembatasx— % >1

X1 — 3% >-3

1> 0; % >0

:X1

.é::/1

Gambar 1.10

Lihat Gambar 1.10 di atas, daerah arsiran menunjukiepada kita,
terbuka peluang untuk terus mempertinggi nilai ginjuan atau dalam
perencanaan kita melihat adanya ketidakterikatamepahan. Bagaimana
pendapat Anda tentang penetapan kriteria dan keefigariabel aktivitas
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pada fungsi tujuan masalah Contoh 1.207? SilakasteAnemberi komentar.
Dan apakah perlu kita hindari kondisi seperti irdlasn perencanaan?
Bagaimana komentar Anda?

Contoh 1.21
Tidak terdapat penyelesaian
Minimumkan Z=2x+ 3%
Subjek X>0;%>0
%+ % >10
3+ 5% <15

Lihat Gambar 1.11 di bawah, daerah yang ditunjukkdangan dua
pembatas, yang tidak saling menunjang. Kesimpukanrigak terdapat
penyelesaian optimal.

Gambar 1.11

Bahasan tentang kategori suatu masalah progranar liddéthat dari
banyak pemecahan terlihat sederhana karena magalahp sementara
dibahas hanya terbatas dalam 2 variabel pokok. liteyak variabel pokok
lebih dari dua maka kesimpulan seperti di atagife¢idak sederhana, karena
kita menghadapi matriks bujur sangkar n x n dengébih dari 2, di mana
menentukan det(A) = 0 merupakan tantangan bagi kitaian lebih lanjut
akan Anda temui dalam modul 3 dan modul 4, yaitualsan tentang metode
simpleks dan penerapannya.
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&_}_% LATIHAN
=

1)

2)

3)

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

Perusahaan Aneka mendapat jatah merakit sepmuesapeda motor.

Karena jumlah pekerja terbatas, perusahaan hamat deerakit sepeda

120 unit tiap bulan dan sepeda motor paling sed@iunit dan paling

banyak 60 unit. Pendapatan dari tiap unit sepebasse Rp40.000,00

dan tiap unit sepeda motor Rp268.000,00. Berapdgpattan maksimum

tiap bulan kalau kapasitas produksi kedua jenisut60

a. Rumuskan fungsi tujuan!

b. Rumuskan pembatas!

c. Tanpa menghitung terlebih dahulu, perlihatkaarala pemecahan
yang ditunjukkan dengan pembatas dengan gambar!

d. Kemungkinan titik manakah yang menunjukkan nitgksimum
fungsi tujuan. Berikan alasan!

Seorang penjahit mempunyai 60 m wol dan 40 markabengan yang
tersedia itu, penjahit membuat setelan jas darkeplada beberapa orang
pelanggan. Satu stel jas memerlukan 3 m wol dankhatom, satu rok
memerlukan 2 m wol dan 2 m katun. Berapa stel §asrdk harus dibuat
oleh penjahit kalau harga satu stel jas Rp120.@00zh harga satu stel
rok (baju wanita) Rp75.000,00 untuk memperoleh peathn
maksimum.

a. Tentukan fungsi tujuan:

b. Tentukan pertidaksamaan yang menunjukkan pemblatagkap
dengan syarat yang diperlukan!

c. Gambarlah daerah pemecahan pertidaksamaan EeEmbat
kemudian tentukan koordinat titik sudut poligona(asegi banyak)
pada pembatas itu!

d. Hitunglah nilai maksimum fungsi tujuan!

Seorang tukang roti mempunyai bahan A, B dare@dn banyak yang
tersedia berturut-turut 300 unit, 180 unit, dan 3®@&. Dengan bahan
yang tersedia, tukang roti membuat dua macam egua dengan
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pesanan langganan. Pembuat roti menetapkan kepdshlaan sebagai
berikut.

Macam roti bahan A bahan B bahan C
| 2 2 4
Il 10 4 2

a. Rumuskan fungsi tujuan dan pembatas.

b. Harga roti | sebesar Rp350,00 dan ke Il Rp8Q0R&dapa banyak
tiap macam harus dibuat untuk memperoleh hasil uadam
terbanyak? Berapa rupiah jumlah terbesar yang digempembuat
roti?

c. Jika roti macam | dijual dengan harga Rp450 &0 miacam Il tetap
Rp800,00. Apakah dia akan mengubah rencana senkaddeu
terjadi perubahan, berapa banyak roti dari tiapamabarus dibuat
oleh pembeli roti itu. Berapa rupiah akan diterikaégau semua roti
itu habis terjual?

4) Telitilah rumusan program linear berikut dengantuan gambar.
(i) Z=4x+3x Maks (i) Z=12x+ 2% Min

2%+ 3% <6 X—% <0
I+ % < 4 KX =7
X =0;%>0 G +X% =12;%=>20; =0

(i) Z=2x; - 5% Maks  (iv) Z=2%+5x% Maks

% + 4% < 28 4x-3% = -12
X-X% =3 X—4% <5
3% +8x% = 16 Xx=20;%=0

X2 0;% =0

(V) Z=12% + 5% Min
A+ X = 2
%X-%X = 3
3%-4%>5

= 0, %=0
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Rumusan

a. program linear dengan pemecahan tunggal adalah

b. optimal alternatif adalah ....

c. Tidak terdapat nilai optimal biarpun terdap#dtesn persamaan
pembatas konsisten, adalah ....

d. tanpa batas adalah ....

e. tidak ada daerah layak adalah ....

f. carilah nilai optimal dari jawaban Anda padalgeydan (b).

Bilamana Anda mengalami kesulitan menjawab peasoaltihan di atas,
baca petunjuk berikut ini. Tapi bilamana tidak ddesulitan, silakan
baca rangkuman dan kerjakan soal tes formatif 3.

Petunjuk Jawaban Latihan

1) Variabel aktivitas, keluaran adalah sepeda gan sepeda motor Jx
Fungsi tujuan Z = 40.000, % 268.000 x
Pembatas: 1& x, < 60
0< x < 120
X+ X < 160

Untuk mengetahui titik sudut dalam daerah hasibkamenunjukkan
nilai maksimum Z, pertama-tama Anda menggambarkaerath
pemecahan sistem pertidaksamaan pembatas kemudihatmtitik
terjauh dalam daerah pemecahan; substitusi nildax % tiap titik sudut
pembatas daerah layak hasil ke dalam fungsi Z dadaAakan
memperoleh nilai maksimum.

2) Variabel aktivitas x adalah unit jas dan,>adalah unit rok (pakaian

wanita);
Fungsi tujuan Z = 120.00Q x+ 75.000 x
Pembatas 3x+ 2% < 60
X+ 2% < 40
x=0x=0

Arsirlah  daerah penyelesaian sistem pertidaksamammbatas
kemudian, substitusikan nilai lan % tiap titik sudut pembatas daerah
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hasil layak ke dalam Z. Nilai tertinggi yang dipketo adalah nilai
maksimum Z; Kalau Anda memperoleh nilai; xdan % yang
menunjukkan nilai maksimum Z merupakan pecahan,aib@na
kesimpulan yang dapat Anda rumuskan.

3) Variabel aktivitas x adalah roti macam | dan adalah roti macam II.
Fungsi tujuan Z = 350,x 800 %
Pembatas: x+ b < 150
X+ 2% < 90
2X1 +X < 150

Gambarlah daerah pemecahan sistem pertidaksameamdlan cari
nilai x; dan % tiap titik sudut pembatas daerah pemecahan. Susikén
(X1, Xo) dari tiap titik sudut ke dalam Z = 350x% 800x; Kalau terjadi
kenaikan harga jual;xtentu akan memperoleh nilai Z yang lain silakan
Anda rumuskan kesimpulan.

4) (i) daerah penyelesaian yang diperlihatkanh ofeertidaksamaan
pembatas merupakan daerah yang konveks sehingga ada
pemecahan tunggal; selain itu tidak terdapat paempada
fungsi tujuan, tiap variabel aktivitas yang sebagdidengan
koefisien (parameter) variabel terurut pada penshata

(i) terdapat optimal alternatif; lihatlah 12x+ 2% = k (dari fungsi
tujuan) dan 6x+ x = 12 (salah satu pembatas); nilaidan %
tiap titik pada garis 6x+ X, = 12 menunjukkan nilai Z yang sama
termasuk nilai Z di titik sudut daerah hasil laybkjk pada sumbu
X1 maupun perpotongan antara kedua garis pembatas.

(iii) sistem persamaan konsisten dan hanya s@kustebagai daerah
pemecahan sehingga tidak ada nilai optimal sebddk tada
pilihan.

(iv) pemecahan tanpa batas. Mengapa? Silakan Aetlengkapi.

(v) tidak terdapat daerah pemecahan yang memuokegki kita
memperoleh nilai optimal Z. Silakan Anda menggambar
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<§ RANGKUMAN

Model matematika suatu program linear menunjuldemuk sajian
data program linear dengan simbol (notasi lambamafematika, yaitu
(1) Fungsi tujuan Z = f@x X, ..., %) Ssebagai fungsi linear dengan
variabel aktivitas (keluaran) xx, ..., %, (2) sumber daya yang terbatas
di mana tiap pembatas secara proporsional menurtjapgvariabel
aktivitas. Umumnya variabel aktivitas non-negatif.

I

1)

)

)

Pembatas adalah suatu sistem pertidaksamaan linear
Xyt aXot ...+t aX, < atau_>bl
3iX1 t 3Xo + ...+ 3nXy S atau >,
+ .0+
8niX1 + anXo + ... + aX, < atau >by,

Dengan notasi matriks/vektor rumusan di atas meénjad
Z=c'x maks (atau Min)
X, >0
AgX, < atau >b

c' = (cy, G ..., G); vektor baris 1 x n; = (X, Xp, ..., %) vektor
kolomn x 1; b = (B b, ..., b) vektor kolom m x 1 dan A= (g)
matriks orde m x n dari koefisienpada pembatas.

Rumusan pembatas di atas menunjukkan bahwa terkadtinasi
tanda “< atau “> “ dalam satu sistem pertidaksamaan sebagai
pembatas. Rumusan resmi (kanonik) suatu masalagrammo linear
adalah sebagai berikut.

1. Masalah memaksimumkan

Fungsi tujuan Z=Y ¢,x; ; j=1,2,...,n

=1
Pembatas ' a,x < b
=1

Untuki=1,2,...,m;xj>0
2. Masalah meminimumkan

n
Fungsi tujuan Z =) ¢;x; ; j=1,2,...,n

=1

Pembatas Dax =2h;x=0;i=12...,n
j=1
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Tanda pertidaksamaan yang sama dalam rumusan prajram
linear dalam bentuk kanonik akan membantu kita kimeenyusun
program dual dari masalah primal yang sudah diketagebih dahulu
(akan dibahas pada Modul 5).

Memperhatikan daerah hasil layak yang kita gambam ¢uga
penerapan pengertian rank matriks koefisien daik raatriks yang
diperbesar dari suatu sistem persamaan (dalamnhgembatas dan
fungsi tujuan) maka suatu masalah program linedr nfempunyai
pemecahan optimal tunggal, (2) optimal alterngf¥) optimal tanpa
batas, dan (4) tidak terdapat nilai Z optimal yangngkin berdampak
kurang tepat dalam penetapan sebaran yang propatsdari tiap
pembatas (persediaan) untuk menunjang tiap varédeitas.

% TES FORMATIF 3

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

Untuk nomor 1 sampai dengan 3!

Seorang pengusaha penitipan (parkir) kendaraata (db atau lebih)
menyediakan ruangan seluas 60G. riliap mobil jenis sedan/minibus
memerlukan 6 fmdan tiap mobil jenis bus memerlukan 36. rBupaya
tersedia biaya untuk pemeliharaan bangunan, pehguiga menetapkan
kepada pelanggan bahwa tidak menampung lebih dariké&ndaraan
sekaligus. Kepada pelanggan dikenakan biaya panitiftiap malam),
Rp1.250,00 untuk tiap mobil jenis sedan dan Rp30antuk tiap bus.

Berapa banyak kendaraan dari tiap jenis harus gitagn supaya
pendapatan yang diperoleh maksimal.

1) Kalau variabel aktivitasxuntuk sedan dan,x untuk bus maka
pembatas dengan syarat non-negatif adalah ....
A. X1 +5% < 100
Xp+ X < 60
B. 5% +x < 60
X1+ X% < 100
C. X+ X% < 60
5% + % < 100
D. x4+ % < 100
X;+ 5% < 60
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2) Pasangan berurutan,(x) yang terdapat dalam daerah hasil layak
pemecahan sistem pertidaksamaan pembatas adakximatift yang
terjual, kecuali ....

A. (60,0)
B. (10,50)
C. (0,20)
D. (50,10)

3) Nilai maksimum fungsi tujuan adalah ....
Rp100.000,00
Rp200.000,00
Rp225.000,00
Rp272.500,00

oSow»

Untuk nomor 4 dan 5.

Seorang agen sepeda bermaksud membeli 25 buahasepied persediaan.
Harga sepeda biasa Rp60.000,00/buah dan sepegaRyad®.000,00/buah.
la merencanakan untuk tidak mengeluarkan lebih @Rpil.680.000,00

dengan mengharapkan keuntungan Rp10.000,00 darséipeda biasa dan
Rp12.000,00 dari tiap sepeda balap.

4) Kalau variabel x= banyak sepeda balap;, % banyak sepeda biasa
maka fungsi tujuan adalah ....
A. Z=10.000 x+ 12.000 x
B. Z=60.000 x+ 80.000 x
C. Z=12.000 x+ 10.000 x
D. Z=280.000 x+ 60.000 x

5) Pembatas dengan syaratdan % non-negatif adalah ....
A X1+ % <25
6x, + 8% < 168
B. X +x<25
10x + 12% < 1680
C. x+x< 25
8Xx; + 6% < 168
D. {+x < 25
12x + 10% < 1680
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Untuk nomor 6 sampai dengan 8.

Seorang pengusaha di bidang tempat kos/sewa rumatenocanakan
membangun untuk disewakan kepada 540 orang petahasiswa. Supaya
tersedia tanah untuk sarana olahraga, pengusahaetapkan untuk

membangun tidak lebih dari 120 rumah yang terbemajadi dua tipe. Tipe
| (untuk 4 orang) disewakan Rp90.000,00 sebulam tianah, dan tipe Il

(untuk 6 orang) disewakan Rp107.000,00. Variak#vVizgas x untuk rumah

tipe | dan x% untuk rumah tipe Il.

6) Pembatas adalah
A Xy +X% <120
2% + 3% < 270
B. X{+x < 540
2% + 3% < 120
C. X+ X < 120
3% +2% < 270
D. {+x < 540
3% + 2% < 270

7) Pasangan berurutan 1(xX;) yang merupakan titik sudut daerah
pemecahan pembatas persoalan itu adalah alteryatify tersedia,
kecuali ....

A. (120,0)
B. (115,15)
C. (90,30)
D. (100,20)

8) Nilai terbesar fungsi tujuan Z adalah ....
A. 10.800.000
B. 10.885.000
C. 11.310.000
D. 11.140.000

9) Perhatikan Z = %+ 2% Maks
4% + 5% < 20
3+ X% <6
%X>0 %>0

Optimal ganda Z dicapai di titik ....
A. (0,12)
B. (5,0)
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C. (2,0
D. (0,4)

10) Titik yang terdapat dalam daerah pemecahatensigpertidaksamaan
yang merupakan pembatas program linear

Z=2x% + 6% Maks
T + 4% < 28
X+X >3
Bx+X%>5
>0 ;%>0
adalah ....
A (&,Ej
22
B. (2,0)
c. [E,}j
22
D. (0,2

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdif 3 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgktt penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 3.

Tingkat penguasaan Jumlah Jawaban yang Ben)g 100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali

80 - 89&abaik
70 - 79&%6cukup
<%0= kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan modul selanjutnBagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 8jté#na bagian yang
belum dikuasai.
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Kunci Jawaban Tes Formatif

Tes Formatif 1

1) C Terdapat satu matriks 2 x 2 partisi matriksdAn determinan matriks
itu tidak sama dengan nol.

2) C Ada determinan matriks 3 x 3 yang tidak saeragdn nol.

3) B Banyak maksimum penyelesaian ialah 10 namidapat satu sistem
persamaan yang tidak konsisten sehingga hanya guanglesaian
dasar.

4) C Untukx=0,%=0,%=0,%=1danx=3.

5) B Substitusikan nilai x yang diperoleh ke dalgersamaan 1 dan 2,
kemudian perhatikan hubungan yang nampak dari praisa.

_8 —
3 2
7) A Myz=-144
8) B Cari minor tiap unsur matriks A ingat.
Ki = (-1 . M
9) B det (A) = -1, cari matriks kofaktor dan adjpin

8
6) D Nilai det (A):-G‘s j:e

i AGi(A)
det(A)
10) D Semua sistem persamaan konsisten.

Adj(A) adalah transpos matriks Kofaktor.

Tes Formatif 2

1) B Persamaan garﬁ dan BC adalah 2x + y = 80 dan 6x + 11y = 480.

2) A Dengan bantuan grafik garis dan arsiran atadrasil layak ternyata
(50,0) pada garis 2x + 5y = 100 tetapi di luar daggemecahan sistem
pertidaksamaan.

3) C Di antara titik sudut dalam daerah hasilalgyP(25,30) memberi
hasil T = 140.

4) C P(30,40) memberi hasil T = 310.

5) D Titik yang bukan titik sudut dalam daerahmeeahan akan terlihat
setelah menggambar garis 8x + 5y = 40 dan x + B dan arsir
daerah hasil layak.

6) D Gambar bidang I melalui (10,0,0); (0,6,0nd8,0,5) Gambar bidang
Il melalui (5,0,0); (0,10,0) dan (0,0,15), dan grakan diketahui titik
dalam daerah hasil layak.
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7) D Analog dengan cara pada nomor 6 dan subskitwrdinat titik dalam
daerah hasil ke T = 4x + 3y + 3z.

8) D Proses kerja seperti soal nomor 5.

9) A Ingat pemecahan dasar; bila non-basis x nyattan z diperoleh dari
pemecahan sistem2y + z=4 &y + 5z =5.

10) B Ternyata entri pada matriks kolom variabeldgn z sebanding
sehingga det (A = 0.

Tes Formatif 3

1) A Luas ruangan 600 “ndan tidak lebih dari 60 kendaraan sehingga
pembatas 6x+ 30% <600 & X + X, < 60.

2) B Substitusi (10, 50) ternyata tidak memenuhi.

3) A Rp37.500,00 + Rp62.500,00 = Rp100.000,00.

4) C x adalah sepeda balap darsgepeda biasa sehingga
T = 12.000 x+ 10.000 x.

5) C Ingat x untuk banyak sepeda balap darurtuk banyak sepeda biasa
jangan sampai tertukar waktu menuliskan pembatas.

6) A Ingat rumah tipe | untuk 4 orang dan tipeituk 6 orang (urutan;x
dan % diperhatikan).

7) B Substitusilah (x x;) dari tiap titik ke dalam sistem pertidaksamaan.

8) C Rp8.100.000,00 + Rp3.210.000,00 = Rp11EAN00.

9) C Optimal ganda bila substitusi tiap titikdpagaris pembatas
3x + 2% = 6 ke dalam Z = 6x+ 2x%; ternyata yang memenuhi adalah
(2,0).

10) A (%g ) ada dalam daerah hasil layak; kalau kita sulssthe dalam

sistem pertidaksamaan maka titik tersebut mememtdi kalau
digambar daerah hasil layak akan lebih jelas titdna di antara 4
alternatif yang memenuhi.
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