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=—= PENDAHULUAN

etode matematika adalah salah satu cabang ilmunmtika yang
mempelajari berbagai metode untuk menyelesaikaralatasnasalah
fisis yang dimodelkan oleh persamaan diferensadditau parsial.

Salah satu metode yang digunakan ialah transformasilace.
Transformasi Laplace adalah suatu transformasi dargsi yang
menggunakan integral tak wajar. Konsep integral telajar dan
kekonvergenannya dibutuhkan untuk mempelajari toamasi Laplace.
Transformasi Laplace banyak digunakan dalam megid@s masalah nilai
awal suatu persamaan diferensial biasa dan masaahlah syarat batas
khususnya transformasi Laplace sangat ampuh unt@dayetesaikan
persamaan gelombang dan persamaan panas dimensi sat

Dalam modul ini Anda akan mempelajari sebagian tamsformasi
Laplace yang menyangkut konsep transformasi Laplaeksistensi
transformasi Laplace dan transformasi Laplace tlatinan dan integral
suatu fungsi. Contoh-contoh akan diberikan untuknatangkan pengertian
dan penguasaan Anda.

Dalam Kegiatan Belajar 1 Anda akan mempelajari &prisansformasi
Laplace, sifat kelinearan transformasi Laplace dawersnya beserta
eksistensi transformasi Laplace. Kegiatan Belajarakan membahas
transformasi Laplace turunan dan integral suatgdubeserta aplikasinya
dalam menyelesaikan suatu persamaan diferensial.

Setelah mempelajari modul ini diharapkan Anda dap@mahami
konsep transformasi Laplace dan terampil menggumala untuk
menentukan transformasi Laplace suatu fungsi setizk menyelesaikan PD
linear sebarang.
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Secara khusus, setelah mempelajari modul ini dikara Anda dapat:
menentukan rumus transformasi Laplace dan mewmggunya secara
langsung untuk menentukan transformasi Laplace sitfiuggsi
sederhana,

menentukan rumus invers transformasi Laplacgdufungsi tertentu;
menerangkan  sifat  kelinearan  transformasi Laplacdan
menggunakannya untuk menentukan transformasi Lagaatu fungsi
yang merupakan kombinasi dari fungsi-fungsi yangkewihui
transformasi Laplacenya,

menerangkan sifat kelinearan invers transforméasiplace dan
menggunakannya untuk menentukan invers transforbrgdace suatu
fungsi yang dapat dipisah atas fungsi-fungsi yaiigetdhui invers
transformasi Laplacenya,

memeriksa apakah suatu fungsi mempunyai tranafirLaplace atau
tidak,

menentukan rumus transformasi Laplace turunan itéegral suatu
fungsi dan menggunakannya untuk menentukan tranafir Laplace
fungsi-fungsi tertentu,

menggunakan transformasi Laplace dari turunamgdiu untuk
menentukan solusi PD linear homogen dengan koeflgiastanta yang
disertai syarat awal (masalah nilai awal PD),

menentukan invers transformasi Laplace dengamggumakan sifat-sifat
yang diketahui dan bantuan tabel yang sederhana.
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KEGIATAN BELAJAR 1

Pengertian Transformasi Laplace dan
Invers Transformasi Laplace

@ alam Kegiatan Belajar 1 ini akan dibahas konsemsfoamasi Laplace,
invers transformasi Laplace, sifat kelinieran tfanmasi Laplace dan
inversnya beserta eksistensi transformasi Lapldisga diberikan tabel dari
transformasi Laplace dan inversnya untuk fungsg$ilyang penting.

Definisi 1.1
Misalkan f (t) suatu fungsi yang didefinisikan untuk> 0. Bila integral tak

wajar 0067 t) dt onvergen e suatu ungsi(s) , maka S isebut
' . S ft)dt k ki fungsi kaF(s) diseb

transformasi Laplace dafi (t) dan dinyatakan dengan{f (t)}.
Jadi transformasi Laplace d#(t) adalah

|_{f(t)}:F(s)=fO e SfM)dt.
Selanjutnya f(t) disebut invers transformasi Laplace ddafi(s) dan
dinyatakan dengah ' {F(s)}.
Jadi

ft)=L"{F(s)}.

Contoh 1.1
TentukanL { f ()} apabilaf(t)=1, t>0.

Penyelesaian:
_ I (- o b _«
L{f@}=L{g= [ "eat= lim [ e d
b
= lim [—}e‘St = lim —}(e‘bs —1)
b—oo S b—oco S

Karena lim e ™ =0 untuk s>0, makal {1= —}(— 1= 1 untuk s> 0.
S S

b—oo
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Jadi
1
Lilt=—, 0.
{1} Ss>

Contoh 1.2
TentukanL { f(t)} apabilaf(t)=t?, a>0, t>0.

Penyelesaian:
L{f (t)} = L{t% :fowe—stt”dt

= Sal+1 Looe_a(st)a+l_ld(st) , substitusiu=st

— ifoo efuu a+171du
Sa+1 0

_ (a+1

Sa+1

Di sini / (a) memenuhi sifat/ (a+1)=a/ (a). Khususnya untuk
a =n, n bilangan asli, didapaf (n+1)=n!

Jadi
n_ I (n+1) nl
L{t} = g+l _Sn+1
Kesmpulan
a 7/_(0’4-1) ny N
L{t }_w,a>0 dan L(t )—Sn+l.s>0
Contoh 1.3

Bila diketahui f (t) = e*, t >0, maka tentukarl. { f (t)} .
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Penyelesaian:
L{f(0)}="L{e® :foooe’sea‘dt

-/ Yot Ag— fim e e Dgt

b—ood 0

b
—lim [~ et
b— oo S—a

b—oo S—a
t=0

Untuks—a> 0 atals>a, maka lim e 53 —q .

b—oo

Jadi

L{eal}:i, s>a
s—a

Contoh 1.4
Untuk f(t)=cosat, t> 0,tentukanL {f(t)}.

Penyelesaian:

‘ b
L{cosat}zf(:oe‘St costdt= lim . e % costdt

b—oo

Dengan melakukan integrasi parsial dua kali, ditlapa
—gt _ 1 —st . 1 -t - — ot .
Ie cosat dt—f'[e d (sirat ):f[e S|mt+s_[e sua:ldt}
a a
:1[e"5‘ sinat—EJ‘e"S‘d(cosat )}
a a

1 ¢ . s - _
==¢ Stsmat——z[e s cosat+sj g coaldt}
a

a
1 st - S —« 52 —st
==e smat——ze cosat——zje cost dt
a a a

32 —gt 1 ¢ . S &
1+—2 _[e cosatdt=—e sinat-—e ™~ cosat+c
a a a

1 _ . _
ﬁ[ae % sinat-se® coat]+c .

je’st cosat dt =
s“+a

_im =L (e’b(s’a) ,1),

1.5
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Selanjutnya karengsinat| <1, |cosat|< 1 maka dengan mudah dapat

diperlihatkan bahwa untuk>0
lim e sinat=0 dan lim e % cosat= 0.
t—oo t—oo

Jadi

b

L{cos at} = lim

(ae Ysinat—se ¥ cosat i
b—oo g

2 2

+a

t=0

= lim
b—oo g

untuk s> 0.

——[(ae Psinab—se P cosab )+ s]=—;

+a s?+a?

Dengan demikian diperoleh rumus:

S
———» $>0
s“+a

L{cosat} =

Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa

a

s?+a?

L{sinat} = s>0

Sifat Kelinearan Transformas Laplace
Teorema 1.1

Bila F(s)=L{f(t)} dan G(s)=L{g(t)} maka untuk setiap
konstanta-konstanta, £ berlaku

L{af(t)+Bat)}=aF(s)+ BG(s) =aL {f(®)}+ BL{g(t)}.
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Bukti:
L{af®+Bo0}= [ e *(af®)+ Aot

:afowe—stf(t)dt+/3fo°oe—“g(t)dt

—aL{f®)}+ABL{o®)}
= aF(s)+ BG(s).

Contoh 1.5
Untuk f (t)= coshat , tentukanL {f (t)}

Penyelesaian:

Kita telah mengetahui bahweoshat _ere

Jadi dari Teorema 1.1 dan Contohl. 3 didapat

L {coshat } = L{#}:%L{eat%rél_{eat}

1 1Yy 1 1 s
=—+

1 1
- — =
2 s—a 2

s+a 2|s—a s+a) s’-a

untuks>a dans>-a atau s>|a| .

Jadi

L{coshat}_ = ,s>|a|

Dengan cara yang sama dapat diperlihatkan bahwa

L {sinhat} = 5 a
S J—

70 s>l

2 27

1.7
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Contoh 1.6
TentukanL {3cos4qL 62} .

Penyelesaian: Dari Teorema 1.1 dan hasil-hasil di atas, didapat
L{3 cos 4+ 62}2 3 { cost}+ B{tz}
S 2! 3s 12
=3. +6—= +—
s?+16 s® s?+16 S°
Dari rumus-rumus yang dihasilkan dalam contoh-dontdi atas,
diperoleh tabel transformasi berikut

TABEL TRANSFORMASI LAPLACE

f(t) L{f®)}=F(
1 } ,$>0
S
t", n=1,2, 3L _n s>0
L] Y 1] 1] Sn+1 1
I (a+1)
t9, a>0 W ,S>a
et 1 ,S>a
s—a
S
cosat ,$>0
s®+a?
a
sinat ,$>0
s?+a?
s
coshat , S>
Z ool
. a
sinhat , S>
o sl
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TABEL INVERS TRANSFORMASI LAPLACE

F(s) L {f(9)}=F)
1
— 1
S
n

L =123 L
st n!

1 a t7
i1 n=a>0 e’ ———
S (a+1)

N
s—a
1 sinat

32+a2 , a=0 3

> S > cosat
s“+a

Sziaz . a=0 sm:at

S 0
2 a2 a= coshat

Sifat Kelinearan Invers Transformas Laplace

Teorema 1.2

Bila L{f(t)}=F(s) dan L{g(t)}=G(s), maka untuk setiap konstanta-

konstantaa dan g3,

L~ {aF(s)+ BG(s)} =aL H{F(s)}+BL H{G(s)} =af (t)+ Bat) .

Bukti:

Dari Teorema 1.1 telah diketahui bahwa

L{aft)+Bat)}=aL {f )} +BL{g(t)}=aF(s)+ BG(S) .

Jadi

at(®)+Bgt) =L "{aF(s)+ BG(s)}

atau

1.9
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L {aF(s)+ BG(9)} =af (1) + By(t) -

Contoh 1.7

TentukanL‘l{ 4 45+6 iz}

=+
2s—7 s?4+9 s°

Penyelesaian: Dari Tabel Invers Transformasi Laplace, didapat
Luj_ A AsH6 12l ) T 1) 88 g, ]
2s-7 s?24+9 ¢° 25— s?+9 s®
YT Y B —Ll{ 243 }—&1{ 21 }+1z_1{—£}
2(3—%) s®+9 s?+9 s

4 -1 1 _1 S _1{ 1 } _1{ 1}
g SN ST 6L v1a Y=
2 {SZ} {sz+9} s?+9 s®

7 . 4
—t
=2e2 —4cos 83— 65m3—3+ 1%

7
-t . 1.4
=2e2 —4cos 83— 23|n13+§t .

Contoh 1.8

TentukanL _1{255—+7} .
S“+3s+2

Penyelesaian: Kita melakukan pemisahan variabel seperti berikut:
55+7 = S+7 A B AB+2HB6+1)
s243s+2 (s+1)(+2) s+1 s+2 6+ 16+ 2)

55+ 7=A(+2+B G+ 1)
Untuk s=-1 —— 2 =A1+2) =A —— A=2
s=-2 —— -3 =B(-2+1) =-B —— B=3.
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Jadi
5517 _ 2, 3
s?+3s+2 S+1 s+2

L,]_ 53+7 :Ll{ 2 + 3 }
s?+3s+2 s+1 s+2

= 2L—1{i}+3|_—1{i}: 2432,

, dan dari tabel diperoleh

s+1 S+ 2
Contoh 1.9
2
Tentukan Lt ZS+—3§;+14 .
(s+2)(s“+4)

Penyelesaian: Kita melakukan pemisahan variabel seperti berikut:

252 +3s+14 A Bs+C AE%*+ 4} Bs+C)6+ 2)

(s+2)(s2+4) s+2 s24+4 6+ 2)6%+ 4)
2s? + 35+ 14= AG%+ 4} Bs+C )6+ 2)

=(A+B)s?+(2B+C)s+ (4A+ ).
Dari prinsip identitas diperoleh
A+B=2
2B+C=3
4A+2C =14

Penyelesaian ketiga persamaan ini menghasilkan
A=2, B=0 danC=3.

2s°+3s+14 2 L3
(s+2)(s?+4) s+2 s?+a4a
dan dari tabel didapat

= 2s% 4+ 35+ 14 —Ll{ 2 3 }
(s+2) (s*+4) s+2 s2+4

Jadi

1 1 3 .
—oL M= s e 2 gin2
{S+2}+ {sz } 2

+4
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Eksistensi Transformasi Laplace

Sebelum memberikan syarat cukup agar transfornssate dari fungsi
f(t) ada, terlebih dahulu kita memberikan konsep fulkgsitinu bagian

demi bagian.

Definisi 1.2

Fungsi f (t), a <t < b, dikatakan kontinu bagian demi bagian pada selang
[a, b], apabila banyaknya titik-titik diskontinuitas darf(x) adalah
berhingga dan limit-limit kiri dan kanan di titikik diskontinuitas ada dan
berhingga, yaitdi tidak mempunyai titik diskontinuitas tak hingga.

Contoh 1.10
Fungsi-fungsi berikut, yaitu:

2 , 0<x<1
(@ f(x)=

x+1 , l<x<?2
adalah kontinu bagian demi bagian pada selargj [0,
0 , 0<x<2

(b) g(><)=§ Coex<4

adalah kontinu bagian demi bagian pada selangj [0,

0, —1<x<0
c) h(x)=
(©) h(x) 1' 0<x<1
X

tidak kontinu bagian demi bagian pada selang, [1], karenah(x)

diskontinu tak hingga di = 0, yaitu lim h(x) = lim 1 =00.

x—07 x—0" X

Catatan: Setiap fungsi yang kontinu bagian demi bagiarapselang 4, b]
adalah terintegralkan (dapat diintegralkan)

Sekarang kita memberikan teorema eksistensi tremafi Laplace berikut.
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Teorema 1.3
Misalkan f(t), t = 0, suatu fungsi yang kontinu bagian demi bagian

pada selang [@] untuk setiapa > 0, dan memenuhi
[f(H] < Me”, vt>0, (1)

untuk suatu konstantd! >0 dan y. Maka transformasi Laplace dari
f(t), F(s) ada untuk setiag> y.

Bukti:
Karena f (t) kontinu bagian demi bagian pada selangg]D,va > 0, maka

foae’s f (t)dt ada untuk setiap > 0.

Selanjutnya, dari (1) didapat

‘f e~ (t) ot f ‘—S‘f ‘dt

ali_rgof \ ‘Stf(t)‘dt lim [ *Me Sedt

|L(f@)]

a s |
—timM [ e Vgt =lim M
a—oo 0 a—oo —(S—y)

lim l[e“"(s"’) “1]=M o Untuk s> y
a—oo y—S s—y

JadiL {f(t)} ada untuk setiag> y.

Contoh 1.11
(@) L{cosht} danL(t") ada karena
t —t t t
| cosht| = costt =& +Ze < J;e =e' ,vt> (dan

=t"<nle!, Vt>0, n=0,1, 2, 3L

tl’]
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(b) L {t” sinat} dan L { e™ sin,Bt} ada, karena

t"singt| <[t|" <nte', vt=0, n=0,123

dan ‘emsinﬂt‘g e vt> 0.

&_}_% LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

1) Tentukan transformasi Laplace dari fungsi-furgsikut, diman& danc
konstanta- konstanta.
(a) (b)
f(t) f(t)

kf— k E—
¢ T 1 2 1
(c) (d)
f(t) f(t)
1 1
1 2 f 1 2

2) TentukanL {f(t)} apabila f (t) masing-masing fungsi berikut
(@) f(t)=at?+bt+c; a, b, c konstanta-konstanta

(b) f(t)=3e"2+tvt
(c) f(t)=cos@+8),8 suatu konstanta

(d) f(t)=e*
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3) TentukanL {f(t)} apabila f (t) masing-masing fungsi berikut
(@) f(t)=cos® 2
(b) f(t)=5t—6sin2+ &4
(c) f(t)=3t%Jt +4sinh 4
(d) f(t)=2sinht cosh £+ &% — 2sifit

4) Tentukan f(t)=L *{F(s)} apabila F(s) masing-masing fungsi
berikut

35+4
(@ F(=—
+4 s®+4
4 28+5 3
b) F(s)= —+—
0) FO =5
5s—-5 X245+ 3
© FO=— ==
$°—s—6 (s“+1D(s +4)
3s +25+15 3%+ 3%+ @+ 6
(d) F(9=

3 _s?49s-9 s?(s+1)

5) Manakah di antara fungsi-fungsif(t) berikut yang mempunyai

transformasi Laplace dan jelaskan jawab Anda?
sint

(a) f()=

(b) f(t):et
(c) f)y=t?
(d) f@t)=e'ln(t+1)

Petunjuk Jawaban Latihan

D @~ a-e®) (bf e °—e )
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Los, L1y o 1L
(c) e +52(1 e ®) (d)s+52(e 1)

5
2) (a) = (2a-+bs-+cs?) by )
S s+2 52
(c) 1 > (scosfd—w singd) (d)% (s+iw)
s“ 4w

s+ w

. 1 1 1
3) (a) Tulis cos® 2 ==+~ cost Lif t()==|—+
) (@) = (1) Z[S -

1 1]
30 12 4
+

b) == — T
()54 s’+4 s+4

(L
(©) 3 (72)+ 216
s2 s°—16
3 1 4 1 S
——+

(d) - =
s2-9 s?2-1 s-3 s s?44

4) (a) 2e * +3cos2+ 2sin®

(b) 2 %' — 2 cosh 8—2 sinhi+1t°

(c) 2e* +3e 242+ 3+e!
(d) 2e' +cos3+ sinB+ 2cdst s cos2  sin

Lnt S M et
t

(b) e > e, untuk setiap/> O berapapun besarnya untisk y,

karenat® >yt untuk t>y.JadiL{f (1)} tidak ada.

() |[f)=t?e* <2e'.e?=2% t> 0. JadiL {f(1)} ada.

, untuk suatM, t > 0. JadiL {f (t)} ada.

5) (a)

[f)=e'Int+D<e' . 2< 4 t> 0 JadiL {f(t)} ada.
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1)

)

<§ RANGKUMAN

Transformasi Laplace dari fungsi(t) , t = 0 adalah

_ _ [Tas
|_{f(t)}_F(s)_fO e SfM)dt,
dan invers transformasi Laplace d&ifs) adalah
L~ HF(s)=f(t).

)

Transformasi Laplace dan inversnya memenuhi séhbd&aran:

L{af®+pBot)}=aL{ft)}+LL{a®)}
L HaF(9)+BG(s)} = aL {F(9}+ BL *{G(9)}

SelanjutnyalL{F(t)} ada apabilaf (t) kontinu bagian demi bagian
pada selang [0a], Va>O0|f(t)<Me” untuk suatuM dan y.
L{F(t)} = F(s) terdefinisi untuls> y.

% TES FORMATIF 1

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1) Transformasi Laplace dari fung$it) berikut

-

[e‘s+(s+1)e

f(t)

adalah ....

A F(s)= —25}

1
2
B. F(s)= S—lz[e‘s —(s+1)e‘23}
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C F(s):i2 e S—(s—1e >
S

D F(s):iz[e‘%(s—l)e‘ﬂ
S

2) L{2t2+4sin2t} adalah ...

1252+ 16
A. = 5
s°(s“+4)
12s2 - 16
B. = 7
s°(s“+4)
_ 2
c §252+16
s°(s“+4)
—_— 27
D. ;LZS2 16
s°(s“+4)

3) L{4e‘2t -+ 7cosh 2— 83inhtf% adalah ....

11s+ 8 32
A. > -—
s“°—4 s°-9
11s+ 8 32
B. > -
s“—4 s“+9
C. 1125—87 232
s“—4 s°-9
D. 1125—87 232
s“—4 s°4+9

2 L1[ 3s2 4 4s+ 12

(s+2) (s> +12)
A. f(t)=2e % +2cos2+ 2sin®
B. f(t)=2e *+cos2+ 2sin®
C. f(t)=2e % +2cos2+ sing
D. f(t)=2e % +cos2+ sing

} adalah ....
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5) Fungsif(t) yang tidak mempunyai transformasi Laplace ialah ....
A. f(t)=2e%sin3, t>C
B. f(t)=2t%cos2,t> (
C. f(t)=>5sint cosh® ,t> |
D. f(t)=2¢e"", t>0

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdif 1 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgktt penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1.

Jumlah Jawaban yang Benar
Jumlah Soal

Tingkat penguasaan x100%

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = tsakali

80 - 89&abaik
70 - 79&6cukup
<%0= kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan Kegiatan BelajaBagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar fytéena bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 2

Transformasi Laplace Turunan dan Integral
Suatu Fungsi

alam Kegiatan Belajar 2 ini akan dibahas transfeirhaplace turunan
dan integral suatu fungsi. Hasil ini banyak digumakdalam
menyelesaikan persamaan diferensial.

Teorema 1.4 [Turunan f(t)]
Misalkan f(t) kontinu untuk setiapt = 0 dan memenuhi (1) (di
Kegiatan Belajar 1) untuk suatu konstartadan M. Misalkan pula

f'(t) kontinu bagian demi bagian demi bagian pada sq@ra, ~a >
0. Maka transformasi Laplace ddfri(t) ada untuks> ydan berlaku

L{f'®)}=sL{f®)}-f(0) (2)

Bukti: Kita meninjau kasusf’(t) kontinu untuk t>0. Dari definisi
transformasi Laplace dan pengintegralan parsidhit

L{f'®)} = fo TS (t)dt = lim fobe’ﬂf’(t) dt

e s f(t)‘ ZJrsfobe—St f(t)dt]

= lim
b—oo

g (bt ey - b«

_bIEnoo[e f(b) f(0)}+b|5noosfoe £(1) ot

=—f(0)+ sfoooe’St f(t)dt =sL{f(t)} — f(0)
untuks>y.
Untuk kasusf’(t) kontinu bagian demi bagian, pembuktian seperti di

atas, hanya pengintegralan dipecah atas selanggsetimana f'(t)
diskontinu.
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Perhatikan bahwa Teorema 1.4 dapat digunakan urft(ig) dan

diperoleh
L{E (0} =sL{f(y}-f(0)

= s{sL{ f(} — f(0) } - F(0) (3)
=s”L{f(t)}—sf(0)— '(0).
Dengan cara yang sama, didapat
L{7(09} =sL{f() }-f10)
= s{s’L{1(0} — (0) — £(0) } - £(0) (4)
= s3L{ f()} —s2f(0) —sf (0) — f(0)

asalkanf”(t), f”(t) memenuhi persyaratan seperti di Teorema 1.4.

Dengan proses induksi akan diperoleh teorema keriku

Teorema 1.5 [Turunan ke-n]
Misalkan f(t) dan turunan-turunannyaf’(t), f”(t) L , f "2 )
kontinu untukt = 0 dan memenuhi kondisi (1) di kegiatan belajantlk
suatu konstantay dan M. Misalkan pula turunanf (V(t) kontinu
bagian demi bagian pada selang ), //a > 0, maka transformasi
Laplace darif ™ (t) ada untuls> y berlaku

L{tO@}=s"L{f®}-s"*(©O)-L —f o) (5)

Contoh 1.12
TentukanL {t 2}
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Penyelesaian:  Ambil f(t):t2 dan gunakan rumus (3). Jelas bahwa

f(0)=0, f'(0)=0, f"¢)=2danL{2}=2L {J}zé Jadi dari rumus
(3) didapatL { f"(t)} =L {2} = % =s’L{f(t)}=sL{t?

Ini memberikanL{tz} :%, sesuai dengan tabel transformasi Laplace.
S

Contoh 1.13
TentukanlL{ sin? t}.

Penyelesaian: Ambil f (t) =sin?t, maka f’(t) = 2 sint cog = sin®
2
s?+4

f(0)=0dan L{f'(t)} = L{sina} =

Dari rumus (2), didapat
L{f()} =s L{f(p }— f(0)
2

SZ+4:sL{f(t)}—O.
Jadi
liein2p__ 2
L{f(®)}=L{sin"t} = e
Contoh 1.14

TentukanL {t sinat}.

Penyelesaian: Ambil f(t) =tsinat, makaf’(0)=0 dan
f/(t)=sinat +at cosut ;f’ (0)= 0
f/(t)=wcosat 4+ w cogt —w?t simt= 2 cast—w?f t(

L{f"(t)}=2wL {cosat} — w’ L {f ¢}
2ws

:SZ_HUZ—a)ZL{f(t)}.
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Dari rumus (3) didapat

L{f"(t)} =s’L{f(t)}—sf (0)—f'(0)=s?L{f (1)}

265 L {1 (1)} = 2L {1 (1)}

s? 4+ w?
2
(whsﬂLﬁanzgizz
Jadi
. 2ws

Contoh 1.15
Tentukan solusi Masalah Nilai Awal

y'+4y'+3y=0, y(0)= 3,y (0= 1

Penyelesaian: Dengan mengambil transformasi Laplace dari PD damgan
menggunakan rumus (AB) maka didapat

L{y"+4y' +3y}=L{0} =0
L{y"®}+4L{y'®)}+3L{yt)}=0
SL{y(t)} —sy(0)— y'(0)+ 4(sL {yt)} - y(0)+ 2 {y ¢} = 0

(sz+4s+3) L{y®)}=sy(O)+y (0)+ 4/ (0)= 3+ & 12= 8+ 1

3s+13 3+ 13 -2 5

L{y®}=— - S

s?+4s+3 (s+3)(s+1) s+3 s+1

Jadi
1] -2 5 _ 1 _ 1
t)=L H—4 " \l=—2 Y=l —
y() {s+3 s+1} {s+3} s+ 1
=—2e345et.

Solusi masalah nilai awal di atas adalah
yt)=5et—2e7¥,
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Sekarang kita memberikan teorema tentang pengaisegr

Teorema 1.6 [Pengintegralan f(t)]
Misalkan f (t) suatu fungsi kontinu bagian demi bagian yang meimen
ketidaksamaan (1) di Kegiatan Belajar 1, untuk sempuwdanM, maka

|_{fot f(u)du}zéL{f(t)}zéF(s), $>0, 5>y (6)
atau

1| F|_ !

L {T}_ [, fw (7

t
Bukti: Sebutg{ff — fo fydy t>0.

Karenaf(t) kontinu bagian demi bagian untuk>0, Maka g(t) kontinu
untuk t >0 Selanjutnyag’(t) = f(t), kecuali dititik-titik diskontinuitas dari
f(t) yang banyaknya berhingga. Jagi(t) kontinu bagian demi bagian
untuk selang [0g], Oa > 0.

Karena | f (t) < Me”*, t >0, untuk suatuy danM, maka untuky yang

diambil positif berlaku
t t
o] < [[1@]au<m [‘erau=Mien 1< Mer,
0 0 v v

Jadi fungsi g(t) memenuhi semua persyaratan di Teorema 1.1 dan
berdasarkan Teorema 1.1 tersethu{,g(t)} ada dan berlaku

L{g')} =sL{g(t)} - 9(0)
|_{f(t)}=s|_{f0t f(u)du}—o

atau
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L{L/:f(u)du}_éL{f(t)}.

Contoh 1.16
t -
Tentukan L {f sin 2u du}.
0

Penyelesaian: Ambil f(t)=sin2, maka

L{f®)}=L {sina}= 322+4.

Dari Teorema 1.3, diperoleh

L tsin2udu :EL sin2; =
[isnaral -2 (sina)

s(s2 +4) '

Contoh 1.17
t .
Tentukan L {f usin mdu} .
0

Penyelesaian:  Sebut f(t) =tsin4, maka dari Contoh 1.14 dengan

mengambil w=4, didapat

. 8s

Litsind}=———.
{ } (s® +16)°

Selanjutnya dari Teorema 1.3 didapat

t
L fusin4udu ZEL{tsinét}: & 8
0 s

S(s2116)2  (s2+16)2

Contoh 1.18

TentukanL ~* 28;1 .
s°(s+1)
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Penyelesaian:

L,]_ s—1 _ L,1 1 _ 1
s?(s+1) s(s+1) s?(s+1)

L_l{ ! }—L_l—l .
s(s+1) s%(s+1)

SebutF(s) = %1 , makaL ' {F(9)}= Ll{i} =e .
s

s+1
Jadi
t t
L1t :f eldu=—-e" =1-e'
s(s+1) 0 0
dan
1 t t
LH—= - [(1-eY)du=(u+e| =t+et-1.
SZ(S+1) .,/:)( ) ( ) o

Ini memberikan

Lt g ret -2 t-2
s°(s+1)
Contoh 1.19
1 1
TentukanL ™" {——— ,w=0.
sz(sz+a)2)
Penyelesaian: Ambil F(s) = 5 5 selanjutnya kita menggunakan dua
S 4w

kali berturut-turut Teorema 1.6, seperti Contol8Iniaka

Ll{F(s)}_Lll ! }_Si”‘d.

s? +w? w

Jadi



® MATA4432/MODUL 1 1.27

t
t
Ll{F(S)}:Ll{ : 21 2)]:if Sinal du:_<:oscau| _ L cost
s S(s®+w w

dan
t
o1 .
L1 . 21 . :fl Cozswu du:—lz[u— smwu]
s°(s“+w") 0 w w 2
_iz[tﬂ]_—lg(axsinax).
w w w
Perhatian

Teorema 1.4 dapat diperluas untuk furf@$iyang diskontinu untuk>0.
Bila f(t) diskontinu loncat di =a, a > 0, maka
L{f't)} =sL{f} — f0) -{ f(a+0) — f(a-0)] e **, (7)
di mana f (a+0) adalah limit kanafdi a dan f (a—0) adalah limit kirif(t)
dia.
Pembuktian serupa seperti di Teorema 1.1, hanyhebar dalam cara

b—oc

mengevaluasie  f (t)

, mengingaf(t) diskontinu loncat dt = a, yaitu
0

b—oo

e st (t)\:_o reSf)

a+0

Contoh 1.20
TentukanL { f(t)} apabila
1, 0<t<2
f(t)= o
o, t>2
Penyelesaian:

f't)=0, t>0, t=2, f (0)=1
f(2+0) =0 danf(2-0) = 1.

Dari hubungan
L{f'®)}=sL{f®)}-f(0)—[f(2+0)—f(2— 0)]e >
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didapat
0=sL{f@)}-1-[0-1e *

L{f()}== (1 e—ZS)

Contoh 1.21
T ki L{f()} bila f (t) t:0st=t
entukan t)} apabilaf(t) =
0;t>1
Penyelesaian:
1:; 0<t<«1
F() = =
0; t>1
dan
0; O<t<«1
f/(t) = -
0; t>1

Dengan menggunakan (8) untdK'(t) , maka diperoleh
L{f ”(t)} =sL{f'()}-f'(0)—[f'@+0)—f'(1- 0)e®
0=sL{f't)}—1- (0—De®

L{f’(t)}:%(lfe’s).

Dengan menggunakan (8) kembali untftk maka diperoleh
L{f't)} =sL{f®)}—f©O)—[f(@1+0)-f (- 0fe®
1 —-s\ __ B —s
g(lfe J=sL{f®}-0+e".

Jadi
L{f(t)}_iz( - —S)—é e s.
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&_}_% LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

1) Tunjukkan bahwa

2 _ g2
(a) L{tCOS&I}:Ta)Z)Z
_ sf+w?
(b) L{tcosha)t}_—(sz_wz)2
. 2as
(C) L{tSlnhat}—m
d) Lite ™ :;
@ { © } (s+a)2

2) TentukanL {f(t)} apabila

1; 1<t<2
a) f(t)=
(@) T(®) 0; t<1Lt>2
t; O<t<1

(b) ft)=41,; 1<t<?2

0 ; t lainnya

t—-1,; 1I<t<?2
0; t lainnya

(c) f()=

3) Dengan menggunakan transformasi Laplace, tentdusi masalah
nilai awal berikut.

(@) y'+9y=0, y(0)=0, y' (0)= 2
(b) y"+y' —2y=0, y(0)= 0, y' (0)= ¢
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(c) y'—2y'=3y=10, y(0)= 1,y (0)= 7

4) Tentukan;

(a) L f:cosajdu}
(b) L fotsin2 u du}
(c) L fo ‘o2 du}

(d) L fotu e du}

5) Gunakan Teorema 1.6 untuk menentukzirjr{F(s)} apabila

@ FO=1 CFO=
(b) F(s)= S(Szl_l) (f)F(S)=(Sz+—1w2)2
(c) F(9) = (4_3) (g)F(S)—(Szj—;z)2
@ FO= 507

Petunjuk Jawaban Latihan

1) Gunakan rumus untuk{f”(t)} untuk soal-soal (a), (b), (c) dan (d).

2) (a) L{f(t)}:}(efS_efzs)

(b) L{f(t)}_iz( e _se)
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© L {f(t)}zs_lz(67576725)7%- o2

3 @ y(t)zésina

(b) y(t)=e'—e ™
© yt)=2e%—-e"

1
s*+9
_2
s?(s?+4)

1
S(s—2)

1
s(s—2)?
_2
s*(s%+4)

4) (a)

(©)

(d)

©)
5) m)gmﬂfn

(b) cosht—1
(c) 2% —a?-a—2

@ Lsina—tcosp—tiid
4 4 2 4

(€) = (€™ —1)+t
T

® —213 [sinat —ax cosat | (Gunakan Contoh 1.14)
w

9) %t cosat +i sinet . [Petunjuk : Gunakan Latihan 1(a) dan

5(f)]-
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)

1)

)

<§ RANGKUMAN

Transformasi Laplace dari turunan diberikan oleh
L {f ™ (t)} —s"L{f(t)}—s"f(0)—s"2f/(0)—L —f ™ D(0)
Khususnya:
L{f'®}=sL{f®}- (0
L{f"(t)}=s’L{f®)}—s f(0)—'(0)
L{t"@®)}=s’L{f({t)}—s’f(0)—s f'(0)—{"(0)

)

Bila f(t) diskontinu loncat di=a, a> 0, maka
L{f'®)}=sL{f®)}- fO)—[f(@a+0)—f(@-0)e ™.

Persamaan tersebut dapat diperluas untuk titikodighuitas loncat yang
banyaknya berhingga.

Transformasi Laplace dari Integral:
t 1 1
L f(Wdur==L{f({t)}=—F(s
{fo() } L{T0}=<F(O

dan inversnya adalah

L—l{@}zfotf(u) du.

% TES FORMATIF 2

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1) L{coszt} adalah ...
s?+4
s(s2 +4)
s?—4
s(s® +4)
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s?42
s(s® +4)
s2-2
s(sz+4)
2) Bilaf(t)_{éf Otgiis, makalL {f(t)} adalah ....
2 —3s
A —(1-
S-e)
2 3s
B. —(1—
S(-e)
2 ~3s
C. —(-1
S( +e)
2 —3s
D. —(-1-
S(e ™)

3) Solusi masalah nilai awaly” +2y'—8y=10, y(0)= 1, y' (0)= ¢
adalah ....
A yt)=—e*+2e7%
B. yt)=3%_2"%
C. yt)=-22+34
D. y{t)=2e%_e 4

t
4) L{LcosZu du} adalah ....

S
A.
s?+4
B. 21
s°+4
s
C.
s?+4
D. 2s
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5) L2242 1 adaan ...
s°(s“+4)

A. %(1+choszf sin2

B. % (1-2—cos2+ sin®

C. % (14 2t+ cos2— sin®)

D. % (1- 2+ cos2— sin®

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdif 3 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 3.

Tingkat penguasaan Jumiah Jawaban yang Benar x100%

Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = lsakali

80 - 89&dbaik
70 - 79&6cukup
<%0= kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan modul selanjutngagus! Jika masih di bawah 80%,

Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 8jté&na bagian yang
belum dikuasai.
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Tes Formatif 1

1)
2)
3)
4)
5)

B

A
C
D
D

1.35

Kunci Jawaban Tes Formatif

Tes Formatif 2

1)
2)
3)
4)
5)

C

A
D
B
A
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