MobuL 1
Persamaan Diferensial Orde Satu

Prof. SM. Nababan, Ph.D.
=— PENDAHULUAN

ersamaan Diferensial (PD) adalah salah satu cabang matematika yang

banyak digunakan untuk menjelaskan masalah-madisiah Masalah-
masalah fisis tersebut dapat dimodelkan dalam kil

Pada perkembangan ilmu sekarang PD sebagai modghlbaijumpai
dalam bidang-bidang sains, teknologi (teknik), &gp| ekonomi, ilmu sosial,
demografi. PD digunakan sebagai alat untuk mengetedlakuan maupun
sifat-sifat solusi masalah yang ditinjau. Karenau, itpenting sekali
mempelajari PD.

Dalam modul ini, Anda pertama-tama mempelajari Péhgy lebih
sederhana, yaittPD orde satu. Anda akan mengenal tipe-tipe persamaa
diferensial dan mempelajari bagaimana caranya nhesgikan PD tersebut.

Setelah mempelajari modul ini, Anda diharapkan nfeamna metode
penyelesaian PD orde satu dan terampil menggungiiann

Secara lebih rinci, setelah mempelajari modul #nda diharapkan
dapat:
mengidentifikasi tipe-tipe PD orde satu yangadaliselesaikan.
menentukan solusi umum PD orde satu;
menentukan PD orde satu yang solusi umumnyaxiklén;
menentukan solusi khusus dengan menggunakaat syeal;
memilih metode dan menggunakannya untuk mesgidan PD orde
satu;

6. memberikan contoh masalah konkret yang dapatndiskan dalam
bentuk PD orde satu serta menyelesaikannya dengtast

arwnPE
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KEGIATAN BELAJAR 1

Pengertian PD Orde Satu dan Solusinya

Definisi 1
SuatuPD orde satu dapat dinyatakan secara umum dalam dua bentul; yai

Bentukimplisit,
Seperti pada

matakuliah == =

Kalkulus. F (x, Y, dxj 0 atau F(X,y,Y)=0. .iiviireens (1)
¢ atan 3

y atau sadalah | ganiykeksplisit,

turunan pertama dy

dari y terhadap | —==f(X,y) atau Y= f(X ¥Y). wvrerrirrrieennnn, (2

variabel x. dx

2
y' ataud—zy adalah
dx

turunan kedua dari
y terhadap variabe
X.

Dst.

Contohl.1
Contoh-contoh mengidentifikasi PD orde satu:

1.@yz+x2+1=0 atau @yz+ X+ E (
X

PD orde satu bentuk implisit

Perhatikan orde

turunan variabel 2. @2y+ =0 daa ‘ 2y+ €=0
y terhadap x

yang dilingkari. bukan PD orde satu PD orde dua bentuk implisit

3. @: 2y+ ¢e* (PD orde satu bentuk eksplisit:

f(x,y)=2y+€)
4. @: xy+ x° (bukan PD orde satu, PD orde dua

bentuk eksplisjt |
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Definisi 2
Suatu fungsiy = y(x) dikatakarsolusi PD (1) atau (2) apabilay = y(x) dan
turunannyay’memenuhi PD (1) atau (2).

Contoh1.2

Anda dapat memeriksa bahwgi= x?>+1 adalah solusi PD: y =2x.
Demikian pula y= x?+C untuk C konstanta sebarang juga merupakan
solusi PD: y' =2x. (Periksa dengan menggunakan Definiyi2 ®

Solusi y = x? +1 disebut sebagai suasolusi khusus (partikelir) untuk PD:

y’ = 2%, sedangkan solusy = X2+ C yang memuat konstant disebut
sebagasolus umum PD: y’= 2x.

Jadi solusi umum suatu PD masih memuat konst@ntsedangkan solusi
khusus diperoleh dari solusi umum dengan mengakdristantaC suatu
bilangan tertentu atau suatu solusi yang memenyhrassyarat yang
diberikan, misalnyayarat awal.

Contohl1.3
TiNJAU PD: Y/ S COSX.  terieeeeeiiiiiiiiiiieenreee e e e e e sssseieeseeeeesessnnnnsnenees 3)

Penyelesaian:

Solusiumum PD ini adalahy = sinx + C. Fungsi-fungsi:

y =sinx+1, y=sinx dan y = sinx—4 masing-masing adalah solusi
khusus PD (3) yang diperoleh dari solusi umum dengangambil masing-
masing nilaiC=1, C=0 danC=-4.

Untuk menentukasolusi khusus yang memenuhi syarat awg(7/ 2) =10,

ditentukanC dari solusi umumy = sin x + C dengan mengambil nilay =10
danx=m/2.

Jadi, 10 =sifvz/2)+C - C=9 sehingga solusi
khusus yang memenusyarat awal y(77/2) =10

- dibaca “maka”

adalahy = sinx+ 9. |
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Contohl.4
Tinjau PD: (y')z—xy+ Y0, e (4)

Penyelesaian:
Anda dapat memeriksa bahw@us umum PD (4) adalah

y=Cx- C2.
Dengan mengambiC = 1, C = 2, C = — 4 diperoleh masing-masing solusi
khususy =x-1, y=2x-4 dany =-4x-16.
Untuk menentukasolusi khusus yang memenuhi syarat awal
y(1)= -6, Anda tentukarC dari persamaary= Cx- C?> dengan mengambil
nilai y = -6 untukx = 1. Ini memberikan
-6=C.1-C*=C-C?

atau
C?-C-6=0 - (C-3)(CG+2)=0- G=3,GC=-=2
Jadi, adaua solusi khusus yang memenuhi syarat ay(a) = — 6, yaitu
y =3x—-9 dany = -2x - 4. Adanya dua solusi khusus ini disebabkan PD (4)
mempunyai pangkat dua. |

Keluarga Lengkungan (Kurva)

Anda telah mengetahui solusi umum suatu PD memoast&ntaC. Jadi
solusi umum dapat ditulis dalam bentyk= y(x C) .

Contohl.5
Solusi umum PDy' = cosx adalahy = y(x C)=sin x+ C.

Grafik dari solusi umumy=y(x C) merupakan keluarga lengkungan

(kurva) karena untuk setiap pengambilan riladiperoleh suatu lengkungan
solusi khusus.
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Contohl.6
Solusi umum PD:y' = 2x adalahy = y(x C)= ¥ + C, yang
c =2 merupakan keluarga parabola. Untskl
diperoleh paraboly = x? +1 dan seterusnya
(lihat Gambar 1.1). |

y

C=1

C=0 Sekarang dapatkah Anda menentukan suatu PD
yang solusi umumnya adalah keluarga
C=-1 lengkungany = y(x C) yang diketahui?

oo

-1

Gambar 1.1

Perhatian: (a). PD yang solusi umumnygy = y(x C) pada prinsipnya
dapat dicari dengan mengeliminasC dari kedua persamaan
y=y(x0Q

- d
y—WUMQ)

Contoh1.7
Tentukan PD yang solusi umumnya= Ce*.

=Ce"
PenyelesaianKita eliminasiC dari kedua persamaa y
y' =Ce*.
Dari kedua persamaan ini Anda melihat bahyla y.

Jadi, PD: y' = y mempunyai solusi umuny = Ce*. u
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Perhatian: (b). Bila solusi umumnya diberikan dalam bentuk implisit

g(x,y,C)=0 maka pada prinsipnya PD-nya diperoleh dengan

mengeliminasC dari kedua persamaan:
g(x y,6)=0

dig(x, y,C)=0, dengan mengingat y fungsi dar
X

Contoh1.8
Tentukan PD yang solusi umumny& + y? = C.

Penyelesaian:
Dengan menurunkarx? + y2 = C terhadapx secara implisit diperoleh:
2x+2y.y = 0. Karena persamaan ini tidak lagi mem@tmaka secara

langsung diperoleh PD:y’=—1 sebagai PD yang solusi umumnya
y
x?+y2=C. n

Contoh1.9
Tentukan PD yang solusi umumnyg(x, y, C) = X — Cy+ &=0.

Penyelesaian:
Dengan menurunkang(x,y,C) terhadap x secara implisit diperoleh
2x—Cy = 0. Sekarang Anda mengeliminasik@rdari kedua persamaan:

x2-Cy+C?=0
2x-Cy =0.

Dari persamaarkeduadiperolehC=2—),(. Ini dimasukkan ke persamaan
y

pertama menghasilkan;

2
xhz?w{%J=OMmmw2W+4Vf:Q
y

PD ini mempunyai solusi umurg(x, y, C) = X2 — Cy+ &=o0. ]
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Setelah membaca materi kegiatan belajar di atdslao kerjakan latihan
berikut agar pemahaman Anda lebih mantap.

X\E—:—; LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

1) Manakah di antara PD-PD berikut merupakan Ri2 satu?
A. y’+3y-xy=0 C. x(y)2-2y+x2=0
B. xy’+3ysinx+2=0 D. (Y)%2+3y-y + x=0.

a. Mengindentifikas 2) Manakah di antara PD-PD berikut dalam bentuk
tipe-tipe PD orde eksplisit atau implisit
satu. A. y = ysinx+ ¥
B. xy+3ysinx-2=0
C. X(Y)2+4y-x=0

+
D.y' =u.
Xy
b. Menentukan solusi 3) Anda diminta memeriksa apakah .
umum PD orde DAl OF 013 *
satu merupakan solusi umum dari PD:
Y +HYanX= 0. e **)

Langkah-langkah yang harus dilakukan sebagai bériku
(i) Turunany = Ccosx terhadapx secara eksplisit adalah:

.................... [sebut persamaan (***)]
(i) Sekarang substitusikan persamaan (*) dan (®&)(**), diperoleh

(i) KeSIMPUIAN ;& ..eeeeieeieeiee e

4) Solusi umum PD(y’)2 =4y adalah:
A. y=x+C

B. y:(x+C)3/2
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C. y=(x+0)?
D. y=(x+0)°.

c. Menentukan PD | °) Anda diminta menentukan PD yang solusi
orde satu apabila umumnya adalah
solusi umum g% .0 = x+ Cf ¥ C=0 . *)
diberikan

Langkah-langkah yang harus dilakukan sebagai lrik

(i) Turunang(x,y,Q terhadapx secara implisit adalah:
.................... [sebut persamaan (**)]

(i) SekarangC dieliminasi dari kedua persamaan:

...................... persamaan (*)]
...................... persamaan (**)]

(iif) Dari salah satu persamaan di (ii), dipeloge= ..............
(iv) SubstitusiC ini ke persamaan lainnya di (ii) menghasilkan Pdhg
diminta, yaitu persamaan diferensial: .............

6) Fungsiy =m adalah solusi umum PD:
X
A. Xy’+y=-cosx C. xy’+y=sinx
B. Xxy’+y = cosx D. xy’+y=-sinx.

7) PD yang solusi umumnya(x, y, C)= X* - Cxy+ 2= 0 adalah ....
A (xX°+2x)y-3x*y+2y=0
B. (x°+2X)y-x*y+2y=0
C. (xX°+2)y-x*y+y=0
D. (x>+2)y -3x*y+ y=0.

8) PD yang solusi umumnyg(x, y, C) =32 - C¥ y C =0 adalah ...
A. 32 (X2Y +2xy)2+ 65 Y @ Y+ 2 xy+ 36 ¥= (
B. 3x2(x%y+2xy)2-6x y( % {+ 2 xy+ 36 = (
C. 32(x2y+2xy)2+ 43 Y ¢ Y+ 2 xy+ 36 £= (
D. 3x2(x?y+2xy)2-4x y(» {+ 2 xy+ 36 X= (.
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d. Menentukan solusi 9) Anda diminta memeriksa apakah
khusus PD orde — X "
satu dengan YT 267 e *
mengguna-kan merupakan solusi khusus dari PD:
syarat awal. y'=y (**)

dengan syarat awa{0) = 2.

Langkah-langkah yang harus dilakukan sebagai berikut:
(i) Periksa apakah syarat awal memenuhi solusildus

(i) Kalau tidak memenuhi (SELESAI).
Kalau memenubhi, turunag = 2e* adalah: ..........ccocoeevveeereeecieenee.
[sebut persamaan (***)]

(iv) Substitusikan persamaan (*) dan (***) ke (**)
(V) KESIMPUIAN: ...eeeiiiiiiieeee et e e e

10) Solusi khusus PO’ = sinx yang memenuhi syarat awg0) = 3 adalah
A. y=2cosx+1
B. y=-2cosx+5
C. y=cosx+2
D. y=-cosx+4.

Agar latihan Anda terarah dengan baik dan Anda tdeqganperkirakan
hasil latihan Anda, bacalah rambu-rambu jawabanjaaaban latihan 1 ini
di akhir modul ini.

Setelah mengerjakan latihan 1, simaklah rangkumegiakan belajar
berikut ini sehingga Anda merasa siap untuk meagar Tes Formatif 1.

<§ RANGKUMAN

PD orde satu adalah suatu fungsi yang memuat satu variabelsbeba
(X) dan satu variabel tak bebas beserta turunan pertamanyg) fyang
dikaitkan secar&ksplisitatauimplisit. Solusi umum PD adalah fungsi
yang memuat konstan@ dan memenuhi PD terseb®olus khusus

Al

)

)




% TES FORMATIF 1

1)

2)

3)
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adalah solusi yang diperoleh dari solusi umum dengangambil nilai
C suatu bilangan tertentu atau solusi yang mememsyhrat yang
diberikan, misalnya syarat awal. Grafik dari solusium merupakan
keluarga lengkungan, di mana untuk setiap nilaC diperoleh suatu
lengkungan (kurva) ataurayektori.

PD yang solusi umumnya diberikan oleh fungi,y,§ = 0 dapat
ditentukan dengan mengelimin&dari kedua persamaan:

a(x .0 =0

d
E@Mm©=0
X

dengan mengingatsebagai fungsi daxi

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

Fungsiy = x? +cosx adalah solusi PD ....
A. Yy =2x+sinx
B. y' =2x-sinx
C. Yy =2x+cosx
D. y' =2x-cosx

Solusi umum PDy - y(x+1) =0 adalah ....
A, y=-Cx+C

B. y=Cx-C

C. y=Cx+C

D. y=-Cx-2C

Solusi khusus PD:y'+y?=0 yang memenuhi syaraty(l) :%
adalah ....

A y(x+3)-1=0

B. y(x+3)+1=0

C. y(2x+2)-1=0

D. y(2x+2)+1=0
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4) PD: (x2 +1)(xy+yY)-2xy=0 mempunyai solusi  umum:
g(x y, C)= ¥ — Cxy+1= 0.
Solusi PD yang memenuhi syangfl) = 2 adalah ....
A. x®+xy+1=0

B. x?-xy+1=0
C. x2-2xy+1=0
D. x%2+2xy+1=0

5) PD yang solusi umumnyg(x, y, C)= sin x- Cy+ x= 0 adalah ....
(sinx+ x)y — y(cosx+ 1F (
B. (sinx—x)y + y(cosx+ 1F (
C. (sinx+x)y — y(cosx- 1F (
D. (sinx+x)y + y(cosx- 1F (

>

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdif 1 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1.

) Jumlah Jawaban yang Benar
Tingkat penguasaan = x100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100%aik sekali

80 - 89&dbaik
70 - 79&6cukup
<%0= kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan Kegiatan BelajaBagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar fytéena bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 2

PD Variabel Terpisah dan PD Homogen

@ ersamaan diferensial orde satu yang dapat ditalant bentuk:
OUY)Y = F(0 e )

Variabel y dany disebut PD orde satu variabel terpisah.
dengan variabel x

terpisah diantara dy
tanda “=" Dengan mengambily’ :d—, PD (1) dapat dituliskan
X
dalam bentukg(y) dy= f( X dX. oo (2)
Contoh1.10

PD: xyy+x2+1=0 adalah PD variabel terpisah karena dapat difis
dalam bentuk (1), yaitu:

W+[X2+1J=O atau yy:_[x2+1} u

X X

Contoh1.11
PD: x(y+1)y+ x*(y?+4)=0 adalah PD variabel terpisah karena dapat

dituliskan dalam bentuk (1), yaitu:

2
3;+1 y'+ x =0, atau 3;1 dy+ xdx=0
y“+4 X y +4

atau dalam bentuk (2), yaitu

hanya mengandu

/ variabel x.
hanya mengandung
variabel .
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Contoh1.12

PD: (x+ y2)y =(x+y bukan PD variabel terpisah karena tidak dapat

dituliskan dalam bentuk (1) atau (2). u
Perhatian:

Metode penyelesaian PD variabel terpisah dapatkudkbn dengar
mengintegralkan langsung PD (2), yaitu:

jg(y)dy:j T )

Contoh1.13
Selesaikan PDxyy + %% +1=0.

Penyelesaian:
PD ini, dengan sedikit melakukan manipulasi aljabdapat dituliskan dalam

2
bentuk (2) sebagaiydy= —( X +1J dx.
X

Dengan mengintegralkan kedua ruas didapat:

Jrov=-{[=5]o
%yz ( jdx—( x2+ln|>|<j+c.

Jadi solusi umumnya adalalg® = -x*-2In| ¥+ C. ]
Contohl1.14
Tentukan solusi PD(x2 +1)Y + Y2 +1=0  .cocoevvveverennn. (4)

yang memenuhi syarat awa}(0) =1.

Penyelesaian:

Dengan membagi PD (4) dengdmx? +1)(y2 +1) didapat PD:
y + 1 =0 atau dy =- dx .

yZ+1 x%+1 y2+1  x%+1

Pengintegralan kedua ruas menghasilkao tany = — arc tarx+ C.
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Dari syarat awaly(0)=1, diperoleh C sebagai berikut:
arc tan I=- arc tan 8C = C= arc tar.
Jadi solusi PD (4) yang memenuhi syarat ay@l) = 1 adalah

/s
arc tany =— arc tarx+ arc tan atau arc tany+ arc tarx=z

atau tan (arc tary+ arc tax 3 t{ngj = .

Dari rumus tangens diperoleh

+
tan (arc tary+ arc tax 3 tan (arctary ¥ tan (arc tan ): y x'
1-tan(arc tary ).tan (arc tan ) -Ixy

Jadi, solusi PD (4) yang memenuhi syarat aw@) =1 adalah

y+X
1-xy

= dibaca “maka” afu =1 = y+x=1-xy

“mengakibatkan”

1-x
y+xy=1l-x = y—m. |
Contoh1.15
(Aplikas). Suatu bola tembaga mempunyai temperdid@’C . Pada saat
t =0 bola tembaga tersebut dimasukkan ke dalam ca&ag temperaturnya
30°C . Setelah 3 menit temperatur bola menj&@°C . Tentukan setelah

berapa menit temperatur bola menjd@°C ?

Penyelesaian:
Misalkan x(t) temperatur bola tembaga pada shaBerdasarkan hukum
Newton, model matematika untuk temperatur adalah:

dx

o T K (X=30), it 5

m ( ) )
di mana (k) konstanta dengak > 0. PD (5) adalah PD variabel terpisah dan
dituliskan dalam bentukd—x30 =-k dt. Dengan mengintegralkan kedua ruas

X_

didapatin (x—30)= -k t+ InC (di sini konstanta integrasi diambil @)

In(x=30)-InC=-kt ataU(X 0j=e'kt atau x(t) = C e’ +30.
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Jadi solusi umum PD (5) adalak(t) = C e +30.
Dari syarat awalx(0) = 100, Anda dapat menca@, yaitu
100=C+30- C= 7C
Jadi temperatur pada saadalah
X(H) S 707K 430 oot (6)
Dari syaratx(3) = 70, konstant& dapat ditentukan, yaitu

70=70e¢+ 30 7= 4 eHK=2"22
k=i 2) L ok=-Ln(A)240 ()
7 3 (7) 3 14

Untuk menentukan waktu sehingga temperatur bolajadert0°C, kita
masukkanx(t) =40 pada persamaan (6), yaitu

40= 70+ 305 =021 siay —kt=m[1)=-in7
707 7

atau t = ~In7 = In7 = 8In7 . Jadi, setelah WaktU=ﬂ menit,
-k 1 (7 7 7
=In| — In| — In| —
3 \4 4 4
temperatur bola tembaga menjati°C . ]
Definisi 1

Suatu PD orde satu dikatakan PD homogen apabilat dhpbah/ditulis
menjadi PD berbentuk:

Y = G e oot 7
X
Contohl.16

PD: 2xyy - y2 + =0 adalah PD homogen karena dapat diubah menjadi

2 _ 2
PD: y' :u:l _y__X =g _y , dengang(u) :E u—_l . [}
2xy 2l x y X 2 u
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Contohl1.17

PD: (xsinlj Y= ysinl/+ x adalah PD homogen karena dapat diubah
X X

menjadi PD berbentuk :
(ysiny+ xj (y sinY +
X f—

o) o)

Contoh1.18
PD: xy —(y+ X +9 y?) = 0 bukan PD homogen karena

2 2
y' = YrXT+9y? =Y, X+ Qi tidak dapat ditulis dalam bentuk
X X X

-2

Perhatian :

usinu+1
sinu

j , dengang(u) =

Metode penyelesai PD orde satu homogen

Ingat bentuk ini dalam ) \ .
penyelesaian PD orde | dilakukan dengan substity sehingga PD

satu homogen.

berubah menjadi PD variabel terpisah. Tinjau PD

homogen berbentuly’ = g(lj ...................................................... (8)
X

Ambil substitusi z=l. Maka y = xz dan dy= xdz+ zdy dan dari (8)
X

didapaty’ =% _ xdz+ zdx 9(2)

atau XE+Z=q3—> xiz: q4r .
dx dx

38— = O e )

g(2-z x
PD (9) ini merupakan PD variabel terpisah. Dengmmggantiz=l dalam
X

penyelesaian (9) akan menghasilkan solusi umum(7.D
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Contoh1.19
Tentukan solusi umum PD:2xy y + X% - 2 y2 =0, (20)

Penyelesaian:

Bentuk PD (10) ditulis menjad'y’=2y—_x=l—i—x = g(l), dengan
2xy X 2y X
g(u) = u—zi. Jadi PD (10) adalah PD homogen.
u
Ly . . .. dz _ dx :
Dengan mengambik ==, dari (9) PD di atas menjadi——— =—. Dari
X g(9-z x
definisi g(u) = u—zi, PD ini berubah menjadi,
u
_dz =Q(q -2zdz= ix_
1 X X
Z_i -—
S
Solusi PD ini adalah-z? = In x+ C.
Dengan menggamizl, diperoleh solusi umum PD (10)
X
y2
->==Inx+C atau y*=-x*(In x+ Q). ]
X
Contoh1.20
Selesaikan PD:x sin y y=y sin—y F X (1)
X X

Dalam Contoh 8 di atas telah ditunjukkan bahwa PD @apat Anda tulis
y usinu+1

—j, di manag(u) =——
X sinu

menjadi y' = g[

Penyelesaian:

Dengan mengambit =X, berdasarkan (9) PD menjadi
X
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dz dx dz dx . d:

— =, ———— =", sinzdz=—".

9g(9-z x zsinz+1)__ X X
sinz

PD ini mempunyai solusi umun¥:cosz = Inx+ C.

Dengan menggantiz=l diperoleh solusi umum PD (11), vyaitu
X

—cos(lj: Inx+C ataucos(1j+ Inx=C. u
X X
Per hatian:
PD: (ayx+byy+c)dx(ax By ¢ dg0 .......... (12)
dapat ditinjau dengan 8da) kasus:
@ Bila 22=P1-%_} maka PD (12) berubah menjadi PP:
a; b, ¢

k dx+ dy=0, PD variabel terpisah.

a _b c T
—L="Ll=-kz-L1 dengan substitusiu=a,x+b,y. PD

(b) Bila
a, b, C,

menjadi PD variabel terpisah
(ku+c) dx+[ ](du— g dx=0
2
[by(kutc) - a(ur ¢)] de( v g du0

dx+{ ure, } AUZ0 . e (13)
(kby,—a))u+t b, g- & G

(c) Bila & Z % dengan substitusi = a; X+ b y+ g dan
a b
V=a, X+ b, y+ G, dapat diperlihatkan bahwa
dx:[bz du-h dv] ; dy:[az du-a dvj dan
a;b,-a,b ab—b, g

PD(11) menjadi
u(b,du—-h dy- {8 du @ dgw=0
(bou—a,Ydur(g v B W de0, i am

suatu PD homogen.
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Contohl.21
Tentukan solusi umum PD:
(Ax—6y+ 2)dx+ (2x= 3y )dy= € e (15)

Penyelesaian
Ini adalah kasus (b). Dengan substitust 2x- 3y, dari (13) didapat PD

(15) menjadi PD

dx+[ u+3 ]du=0 - dx——l[MSJ du= 0

~8u-12 8l u+s
3
dx-1[1+4—2_ |du=0 atau x-= u+§ln(u+§) = C.
8 u+% 8 2 2

Solusi umum PD adalat®x - (2x- 3y)-3 In( 2x— 3y+§) = Catau

6x+3y-3 In(2x— 3y+%) = C. ]
Contoh1.22
Tentukan solusi umum PD:

(2X—y+2)dx+ (x+ 2y 2)dy= 0. oo 61

Penyelesaian
Dengan substitusiu =2x- y+2 dan v=x+2y+2, dari (13), PD (16)

menjadi PD:(2u - V) du+ (2v+ U) dwv= 0

)2
% = v;iu S = g(—vj suatu PD homogen.
uout2v o z[vj u

u

Substitusi 2=X, PD menijadi
u

dz _du (22+1) dz_ di

_— = = — =

z-2)__ U -2z2-2 U
1+2z

(Zij d dz . % d
dz=-4 202 v 2 gz=——% atau
u

z°+1 u Z+1 Z+1




1.20 PERSAMAAN DIFERENSIAL Biasa @

1 2 1. 4 2 1 ~Lantz
Eln(z +1)+Etan z=-Inu+InC atau u(z“+1)2 =Ce
1
v2 2 —ltan‘l(xj —ltan‘l(xj
atau us| — [+1; =Ce? " atau u?+v?=ce? \Y,
u
Jadi, solusi umum PD adalah
-1 tan'l[ X*2y* 2]
\/(2x— y+2)2+ (x+2y+ 22 = Ce?  \ &2 [ |

Setelah membaca materi kegiatan belajar di atasalao kerjakan
latihan berikut agar pemahaman Anda lebih mantap.

&_}_% LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

1) Manakah di antara PD-PD berikut PD variabelisatp?
A (x2-y?)y+xy=0
B. (xX’y?+y?)y+x=0
C. (x sin y+x?)y+cosx= (

D. (xsiny+xy )y+(X¥+1)y=0

2) Manakah di antara PD-PD berikut PD homogen
A (x2-y?)y+xy=0
B. (xX2+y2+x)y= xy+ x
C. (x+y*)y+(x'-y=0
D. xy =y+ xsec (y/x)

3) PD:y =$ dapat diubah menjadi

() B dy = ............ dx
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4) Solusi umum PDy'sin 2x=ycos X adalah
A. y?=Ccos 2

B. y?=Csin2x
C. y?=-Ccos
D. y?=Csin3x

5) Solusi PD:(x+1)y = 2y yang memenuhi syarat awg{0) =1 adalah
A. y=(2x-1)2

B. y=(2x+1)?
C. y=(x+1)?
D. y=(x-1)2

6) Suatu zat radioaktif mula-mula banyaknyg gram. Zat radioaktif

berkurang banyaknya sebanding dengan banyaknya szedatersebut.
Tentukan waktul sehingga banyaknya zat radioaktif pada Jaadlalah
setengah dari banyaknya zat semula. Wakitni dikenal sebagai waktu
setengah umur (hidup).

Langkah Penyelesaian:

Misalkan, x(t) gram menyatakan banyaknya zat radioaktif pada tsdaaka
x(t) memenuhi PD:
dx

0] pm =-k?, di manak adalah konstanta pembanding dengan0.
Penyelesaian PD memberikan solusi umum

(i) X= e
Dengan memasukkan syarat awéD) = x, didapat solusi

(i) X= oo
Selanjutnya wakt diperoleh dari persamaan:

Yang memberikan nilaf:
(V) T= e,
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8)

9)
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PD: xyy =2y?>+4> dapat ditulis dalam bentuky' = g(y/ ¥, di
mana

A. g(u)zZu—ﬁ C. g(u):E+4u
u u

B. g(u):2u+é D. g(u):g—4u.
u u

Tentukan solusi umum PDxy — y— x tan (lj =0.
X

Untuk menyelesaikannya Anda diminta melengkapi apgk-ungkapan
berikut:
(i) PD dapat ditulis dalam bentuk:

Y S, =g ¥ K,
dimanag(u) =...cccccceeeennnnns

(i) Dengan substitus'z=l, berdasarkan (8) diperoleh PD:
X

Solusi umum PDx Yy = y+ xsec(lj adalah ....
X

A y=Ceosy)
B. x=Ceosv)
C. y=Cenv/®
D. x=Ce'nu/x
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10) Solusi umum PD:i(—x+3y+ 2)dx+ (-2x+ 2y+ 3)dy= Cadalah ....
A. (—4x+8y+ 703 =CE x— y+ 1)*3
B. (-4x-8y+7)'3=C{x+ y+1)*3
C. (-4x-8y-T7)"3=C(x- y+1)*3
D. (4x-8y+ 7)V3=C(x- y-1)*/3

<§ RANGKUMAN

PD variabel terpisah adalah PD orde satu yang d#ipdis dalam

bentuk: g(y)y = f(X.
Penentuan solusinya dilakukan dengan langsung mieiggasikan-

)

1)

)

)

nya.
PD homogen adalah PD orde satu yang dapat ditalisikdam

bentuk y' = g(lj.
X
Penyelesaian PD homogen dilakukan dengan menguadteny?D
variabel terpisah dengan menggunakan subsu‘n;;swX .
X

Kini, setelah membaca rangkuman, tiba saatnya Anelagerjakan
Tes Formatif.

% TES FORMATIF 2

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1) PD variabel terpisah di antara PD-PD berikuiau&D:
A (x+y)y= -2y
B. (x?y+x%cos y)y+ (2xy+ 6xsinyk (
C. xy-x+xy=0
D. (x+y)y-x+2y=0.
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2) PD homogen di antara PD-PD berikut adalah PD:
A. XyYy+ Xy +4xy=0
B. xy = y+ xcos(y/X)
C. (x+y)y—-x+2y=0
D. (x+y)y=xX-2y.

3) Dengan substitusz =

x <

, PD:x (1+ coszj y -y sin’ = ( berubah
X X

menjadi ....
(I+cosz)dz _ dx
z(sin z— cos z— 1)_ X
(+cosz)dz _ dx
z(sin z+ cosz+ 1)_ X
(I-cosz)dz _ dx
Z (sin z—cos z+ 1)_ X
(I-cosz)dz _ dx
z(sin z+cosz- 1) X

C.

4) Solusi PD:ydy=(x+In }( Y +1) d> adalah ....
A. In(y?+1)=x%+2x(Inx+ 1)+ C
B. In(y?+1)=x2-2x(Inx-1+ C
C. In(y?+1)=x%+2x(Inx-1)+ C
D. In(y?+1)=x?-2x(In x+ 1)+ C.

y/x

5) Solusi umum PDxy = y+ xe¥'” adalah ....

A. y=xIn(Cln %

B. y= xln(ij
In x

C. y=xIn(In CY

o yon(S)
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Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdif 2 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2.

) Jumlah Jawaban yang Benar
Tingkat penguasaan = x100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100%aik sekali

80 - 89&dbaik
70 - 79&6cukup
<%0= kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan Kegiatan BelajaBagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar Rjtéena bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 3

PD Eksak dan Faktor Integrasi

isalkan f(x,y) suatu fungsi

dua variabel. Maka Anda telah

M mengetahui bahwdiferensial total df adalah

Contoh1.23

df =df(x y). af T
af turunan df =de+d_ dy.
ox parsial fx,y) y

Fungsi f (x, y) = X y?> mempunyai diferensial total
n

df =3x2y2dx+ 25 ydy.

Contohl.24

Fungsi f (x, y) = xsin y— y* mempunyai diferensial total
|

df =sinydx+ (xcosy- 2y)dy.

Sekarang PD eksak didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 1

PD orde satu berbentuk:
M@ Y)dxt NCX Y dyEO e
disebuteksak apabila terdapat fungdi(x, y), sehingga
2)(

df(x y)= M(x y) dxt N x ¥ d.

df(x y)=0.

[ditxy = f(xy

Dari definisi 1 PD eksak dan hubungan (1) Anda naglbahwa

Jadi, dengan mengintegralkan ini diperoleh bahwasso

umum PD (1) adalah
f(x,y)=C.
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Selanjutnya dari definisi 1 diferensial total darbbingan (2), Anda melihat
bahwa:
Jf

_ 2t _
X—M(x,y) dan y [N T I 3)

Bila M(x,y) dan N(x,y) mempunyai turunan-
turunan parsial yang kontinu di bidang,
maka dari (3) diperoleh

2 2
oM _ ot dan IN _ o°f RN 0]
oy Jyox ox Jdxdy
Selanjutnya, bildf mempunyai turunan-turunan parsial kedua yang kanti
maka dari (4) diperoleh:

M _JN

d—y—x. .......................................................................... (5)

M = M(x,y) dan N = N(x,y).

Syarat (5) merupakasyarat perluagar PD (1) eksak. Dapat diperlihatkan
bahwa syarat ini jugasyarat cukup sehingga hubungan (3) dapat
dipergunakan untuk menentukan fundgix, y) = C yang merupakan solusi
umum PD (1).

Contoh1.25
M = M(x,y) dan N=N(xy)| Tinjau PD: (x+%) dy+ ydx=0. ... (6)
Disini M =y danN = x+z. Karenaoﬂ'—lvI =1,
y
d—N=1 dan d—M=d—N maka PD (6) eksak.
Ix ady oJx

Untuk menentukan solusi umum PD (6), Anda
mencari fungsif (x, y) = C sehingga hubungan

(3) berlaku, yaituﬁ =M dan of =N.
X ay

Dari hubungan ? =M =y, didapat dengan mengintegralkan terhadap
X

L O i Ve e () IS @)
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a(y) konstant: di manag(y) konstanta pengintegralan terhadap x

pengintegréan d .
terhadap x. (karena &g(y) =0) dan f(x, y) merupakan fungsi

dari dua variabek dany. Dari hubungar{;—f =N
y
dan (7), didapat:

af o2
——=xtg(y) = x+—.
ay y

Jadi, g'(y) :E dan ini memberikarg(y) :IE dy=2Iny.
y y

Jadi, solusi umum PD (6) adalah(x, y)= xy+2In y= C. u
Contoh1.26
Tinjau PD: €Y dx+(X& +2 ¥ dyE 0. oo 8)
Di sini M(x,y) = e danN(x, y)= x&’ +2 y sehingga

d_Mzey dan d_N:eY_

ay 175

Karena Z—M =‘;—N maka PD (8) eksak. Untuk menentukan solusi umum
y X

PD (8), Anda mencari fungsi (x, y) = C sehingga
of =M dan of =N. Dari hubungan of =M =¢eY, dengan
1704 ay

mengintegralkan terhadag diperoleh:
O R AR (0 (9)

di manag(y) konstanta pengintegralan terhadaari hubungan?—]c =N
y

dan (9) diperolehzg—]c =xe¥+ d(y)=x&+2
y

Jadi,g'(y)=2y dan g(y) = y2. Solusi umum PD (8) adalah

f(x,y)=x&’+ y¥ = C. [ |
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Contohl1.27

PD: YAXF (O Y= F OYE0. oot (10)

adalahtidak eksak karena oM =1; oN =2xy-1 dan oM # oN . n
ay 1704 ady OJXx

Penyelesaian PD pada Contoh 1.27, tidak dapat ulitak dengan
menggunakan metode pada contoh-contoh sebelumnyguk UPD ini
dibutuhkan suatu fungsi yang disebut denfgdmor integrasi.

Faktor integrasi:
Tinjau kembali PD pada Contoh 1.27, yakni

YAXF (O Y= F AYE 0. oo, (10)
Karena

d_Mz ;d_N:ZXy—l dand_Mid_N,

ay X ady OX

maka PD (10) tidak eksak. Tetapi bila PD (10) dikalikan dengan faktor

iz maka diperoleh PD:
X

lzdx{ y—lj dy=0
X X

a(y J 1
ang eksak | karena —| — |=—| y——|]|.
yans { ay[sz dx[y xﬂ

Fungsi semacaml—2 disebut sebagéaktor integrasi.
X

Definisi 2

Misalkan PD: M (x, y) dx+ N( x y dy=0 tidak eksak. Fungsiu(x,Yy)

sehingga PD:
HOGCYMX YAk (XY NXY AFE O oo (1n)
menjadieksak, disebuffaktor integrasi.
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Terlihat bahwa solusi umum PD yang tidak eksak sdemgan solusi umum
PD yang menjadi eksak, yaitu PD yang telah dikalildengan faktor
integrasinya. Oleh karena itu, kita cukup menaaitis umum PD eksaknya.

Bagaimanakah Anda menentukan faktor integrasi ustraltu PD yang bukan
eksak? Masalah ini umumnya tidak mudah. Di bawahkita berikan
beberapa ide dan petunjuk untuk menentukan faktegiasi.

Tinjau PD yang tidak eksal (x, y) dx+ N( x y dy=0.
Karena PD (11) eksak maka

I(uM) _ I(uN)
MM = (X, y) M(X ) ay X

HN = p(x ) N(X ) M du _ OJN oy

atau

—+M—=py—+N—— atau

'uc?y ay 'udx d X

LINB B |M N (12)
M\ OX ay dy OX

Sekarang kita meninjau beberapa kasus berikut:

(8) Misalkanu = u(x) (yaitu fungsi dark saja). Maka
% =0 dan % = d_'u .
oy Jx dx
Jadi, PD (12) menjadi
oM _oN
iNd_'u:d_M_ﬂ atau id_'u:—dy dx .
M dx Jdy X M dX N
Bila
oM _oN
dy OX
———=9(X),
N a(x
maka dari PD (13) didapat
1du =g(x) atau au = g (x)dx.
H dx U

Dengan melakukan pengintegralan, didapat
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In,u=_[g(x)dx = = dIH

Jadi, faktor integrasinya adalah

U= NECES dengan

oM _oN
dy OXx
X)=—"—.
9(x) N
Contoh1.28
Kita telah mengetahui bahwa PRdx+ (32 y= 3 dy=0 ..cooovevrennen. (14)

tidak eksak. Untuk PD ini:
M OJN
Jy Ox _1-(y-1)_ 2-2xy _2(-xy)_ 2
N - x2y-x @ y- x X(xy-1)  x
Faktor integrasi PD (14) adalah

=g(x).

anb=Inb® | quejg(x)dx:e[—(Z/x)dxz G2 = dnx

galinb _ g b _ b2 - 1
2

=X ° =
X

Ini sama dengan yang disebutkan di atas. &

(b) Dengan argumentasi seperti di (a), Anda dapatumjukkan (sebagai
latihan) bahwa bila

oM _oN

dy OX
-M

4= pu(y) dan =g9(y),

maka faktor integrasinya adalah= ej gy dy.

Contoh1.29

PD: 2XydX+ (Y =3%) dYE 0 oo (15)

tidak eksak (kenapa?), selanjutnya
oM _IN
dy Ox _2x+6x_ _4_
M 2y y a(y) -
Jadi, faktor integrasi PD (15) adalah
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S 1
Joay _ J 1y g4y = gyt o ga=
4
y
Untuk menentukan solusi PD (15) sekarang kita njeniRD:

2 _n2
ﬂdx+udyzo atau 2—§dx+( 12 3 ]dy (O (16)
y

p=e

y* y* y? oy
Untuk menentukan solusi umum PD (16), Anda merfoagsi

2
f(x,y) sehingga?—fzﬁ dan of (1 _ X
X

NE ay y? oyt '
: af _ 2x X
Dari hubungan — =— , diperoleh: f (x, y) ——3+ (o[ T a7
X y y
2
Dari hubungal nﬂ 1o dan (17) didapat
ay 2 4

3x 1 32 , 1 1

oW ES o ataug(=— = oY=
y y y y

Jadi, solusi umum PD (16), yang juga merupakarssalmum

x? 1
PD (15) adalah f(x,y) = =—-—=C. u
y? oy

(c) Misalkan i = p(xy). Dengan substitusz = xy, didapat
ou _du dz _ du dan g _ d,u az Xd,u

Ix dz dx ’ dz dy dzdy = dz
Dengan memasukkan ini ke (12) didapat:

i y N%— XM% :d_M—ﬂ

M dz dz dy 0 Xx

atau
oM OJN

1au_ oy on
fdz  yN- xM

Sekarang bila
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oM _oN
dy OXx ~h(2),
yN - xM

dengan z= xy maka faktor integrasi adalah

h(2) dz

H=e di manaz = xy.

Contoh1.30

Tinjau PD: ydx+(x+3X V) dy= 0. oo, (18)

PD ini tidak eksak (kenap®)
M OJN 2.4 2,4
———=1-(1+ X =-9x
dy OXx ( v y

yN-xM= xy+3x Y- xy=3 R ¥.
oM _ON

oy av _oy2y4
Jadi, oy ox = X7y =——3=—§. Maka faktor integrasinya
yN-xM  3x3y® Xy z

1_ 1

_(ﬁjdz -3l
adalah p=e ‘¥ =e " == 5
7 (xy)

(d) Dengan cara yang sama seperti (c), Anda dapaunjukkan bahwa

bila
oM _oN
2 a2 dy  Ix _
= p(x“+ dan ——=h(2) ,
H=p(X"+y7) 26N = yM) (2
di manaz= x?+ y2. Maka faktor integrasinya adalah
1u=e"2% denganz= 2+ y2.
Contoh1.31
Tinjau PD: (=X dx—(x+ §J dy=0. oo (19)
PD ini tidak eksak (kenap®)
M _ON i,
dy OX

dan
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XN=-yM==-xx+ Y- ¥ ¥ X=—( X+ ¥).

Jadi,
oM _oN
dy IJx _ 2 .1 _ 1
2(XN—yM)_—2(x2+y2)_ X2+ yz_ z’

dan faktor integrasinya adalah

'u:e_[(—l/z)dz:e_mzziz 21 . -
z X°+ y
Per hatian:
Dalam praktiknya, untuk menentukan faktor integra8nda harug
memeriksa apakah
oM _oN oM _oN
a X J Ix
S =009 a2 = g(y)
atau
oM _oN
dy OX
——— =h(2 = H( x
N M@= 09
atau
oM _oN
dy OX
ZX__ZZ =h(=H ¥+ V).
2oy - = O )
Bila salah satu berlaku, misalnya
oM _oN
dy OX
——— =h(2 = K xy,
N M@= 09
maka faktor integrasinya adalah= eIh(Z) dz, denganz = xy.
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Contoh1.32
Tinjau PD: y2dx+(xy+ Y +1) dy= 0.

PD ini tidak eksak (kenapa?) bukan fungsi dari x

d_M_d_N:Zy—y:y
dy OX
oM _IN oM _IN
dy OX . dy Odx y _-1
—_— = , tetapi = =——= :
N Y Yy a(y)

3)
Jadi, faktor integrasinya adalatu = e [y =g ==

Setelah membaca materi kegiatan belajar di atasalaio kerjakan
latihan berikut agar pemahaman Anda lebih mantap.

&% LATIHAN
==

=
=
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

1) Tentukardf dari fungsi-fungsi berikut:
A. (X y)= xy+sin xy
B. f(xy)=xy+ y&
C. f(xy)= gy’
D Xy

f(x,y)= .
(X, y) 2ty

2) Tentukan fungsif (X, y) sehingga
A. df =2xydx+ (X + V) dy

B. df = xsin ydx+ (% % cos y+ 2)d)

X y
C. df = dx+ +cosy|d
x2+y2 [x2+y2 yj Y
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df =(e¥ + X2y dxr( xé‘+% -y d

3) Manakah di antara PD-PD berikut eksak:

4)

5)

A.

B
C.
D

3x2ytdx+ (4xC Y3+ 2) dy= 0

(xy+sin y)dx+ (% X + xcos y+ ) dy (
(xy? +Iny) dx+ (¢ yIn X dy0
(x2y3+In y) dx+ (R y2+§) dy=0.

Untuk menentukan solusi PD eksak:
(xy+cosy) dx+ % X — xsin y- y) dy
lengkapi langkah-langkah berikut:

(i)

Solusi PD dicari dengan menentukaf(x, y) = C sehingga

af af _
— T dan — =...............
1704 y
. Jf .
(i) Hubungand— S , memberikan f(x,y)=..........: +g9(y)
X
. Jf . ,
dan dari hubungand— S , didapatg'(y) =............ , yang
y

memberikang(y) =...........

(iii) Jadi solusi umum PD tersebut adaldh(x, y)= .............. =C.

Tentukan solusi PD-PD berikut:

A.
B.

C.

3Ax2ytdx+ 4 Y dy= 0
(y=x%) dx+ (x+ ¥?) dy=0

ydx+(x+z) dy=0
y

cosx co$ y dx— 2sirnx siry coy dy=
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6) Solusi PD: (ycosxy+ 2xy)dx+ (xcosxy % )dy= (adalah
A. f(x y)=cosxy+ ¥ y= C

f(x, y)=cosxy- ¥ y= C

f(x y)=sinxy+ ¥ y= C

O 0ow

f(x, y)=sinxy- ¥ y= C

7) Faktor integrasi PD(ny— y2) dx- 3 dy=0 adalah
A. fungsi darix
B. fungsi dary
C. fungsi darky
D. fungsi dari(x? + y?)

8) Faktor integrasi dari PDy dx+(y?> =% dy=0 adalah

1
A u=—
X2

9) Tentukan faktor integrasi PD-PD berikut:
A. (2x3 —y)dx+ xdy=0
B. ydx+(y*-2% dy=0
C. y3dx=(x*+ xy?) dy=0
D. (y?2-x?) dx-2xydy=0.

10) Tentukan solusi umum PD-PD berikut:
A. 2ytdx—(xy*+2x) dy=0

B. ydx+(y*-2X dy=0

1.37
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Agar latihan Anda terarah dengan baik dan Anda tdeqganperkirakan
hasil latihan Anda, bacalah rambu-rambu jawabanjaaaban latihan 3 ini
di akhir modul ini.

Setelah mengerjakan latihan 3, simaklah rangkumegiakan belajar
berikut ini sehingga Anda merasa siap untuk meagar Tes Formatif 3.

<§ RANGKUMAN

PD orde satu:M(x, y)dx+ N( x y dy=0 adalah eksak apabila
IM _IN

)

1)

)

)

Solusi dicari dengan menentukanf (x,y) sehingga

gy ox’
ﬂ:M dan ﬂ:N
1724 oy

Bila PD: M(x, y)dx+ N( % y dy=0 tidak eksak maka fungsi
H=p(xy) sehingga PD: (X, y)M(x y) dxtu(x y N x ¥y dy 0
menjadi eksak, disebutfaktor integrasi. Solusi PD eksalni adalah

juga solusi PD yang tidak eksak. Faktor integasi,y) dapat dicari
dengan memeriksa apakabh:

oM _oN oM _oN
M =g(x) atau M =g(y) atau
N -M
oM _oN oM _oN
dy OX dy OX
=L 2 -g(=g xy atau —2————=g(2)= g ¥+ .
N - 9= 909 atau SEE—=9(9) = dOf + )
Faktor integrasiy adalah,u:ejg(z) dz, dimana z=x atau z=

y atau z=xy atau z=x>+ y?.

Kini, setelah membaca rangkuman, tiba saatnya Anelagerjakan Tes
Formatif.
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% TES FORMATIF 3

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1) PD yang eksak di antara PD-PD berikut adalah ...
A. (x2+siny)y+(xC+ cosy)= (
(x3cosy+ xe’ ) y+ 3¢ siny- & = (

B

C. (ylnx+x% y+l2+ ¥ =0
X

D

sinxyy + cosx+ y= (

2) Nilai a danb agar PD: (x?y+axy?) dx-(bR+2 ¥ y2 y dy O
eksak adalah ....

A a=2 ;b:E
3
B. a=2 ,b=E
3
C. a=1 b:1
3
D. a=1 b:E
3

3) Solusi umum PD:(1+ ycosxy ) dx+ (xcosxy—i2 )dy= ( adalah ....
y y

A T(xYy) El+cosxy: C
y
X

B. f(x,y)=—-cosxy=C
y
X, .

C. f(x,y)=—+sinxy=C
y

D. f(x y)sﬁ—sinxy: C
y
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4) PD: (x3y?-2y*) dx+ (xy>~ ¥ ¥ dy O mempunyai faktor integrasi:

A /1=X—13

B yz%

C. u= x31y3
™ +1y2)3

A f(xy)= 1+—2J =C

< | x
AR

x
x

2
B. f(x,y)=— 1——] =C

<
w
<

2
c. fixy)=2 1+X—2J: c
y

2
D. f(x y)E5 1—X—) =C
y

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdtif 3 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 3.

. Jumlah Jawaban yang Benar
Tingkat penguasaan = x100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100%aik sekali
80 - 89&dbaik
70 - 79%6cukup
<%0= kurang
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Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan Kegiatan BelajaBdgus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 8jté#na bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 4

PD Linear Orde Satu

ersamaan diferensial linear orde satu adalah PDe @atu yang
berbentuk:

%+ P(X) YZB(X . cocveeeereeeeeeeeeeeeseeeeseeeeseeseeeseeeseeeeeseee 1)
X

Contohl1.33

PD: %+2y: e* adalah PD linear. [ |
X

Contohl1.34

PD: %—xy:sinx adalah PD linear. |
X

Contohl.35
PD: ®?+ y=x? bukan PD linear karena tidak berbentuk
X

PD(1). ]
Bila PD (1) dikalikan dengare[ Pdx maka diperoleh
Pdx| d Pd
el X[d—y+P(x)y}:¢(>)é K e @)
X
Sekarang perhatikan bahwa
i(eIF’cb(y): JPaxdy, yPéPdX: LrPardy, ol . (3)
dx dx dx

Dari (2) dan (3) didapat:
di(e_[dey):¢(x) Jde
X
dan dengan mengintegralkannya diperoleh;

eIdey:J-(¢(x) e[PdX) de C
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atau

y:e_JPdX[J'(¢(X)e[dej e %

Jadi solusi umum PD (1) adalah:
yze_JPdXU((ﬁ(X)G[PdX) e %

Contohl1.36

Selesaikan PDﬂ+—y =3x.
dx x

Penyelesaian:

Di sini P(X) -1 dan ¢(x) = 3x sehingga
X

J-de=.[ldx=ln xdanelP® = dnx =y . glPe 1
X X
Jadi solusi umum PD adalah
_1 _1 1,3 _,. C
y-—{j(3x)xdx+c}_—(j3x’- o =2+ =x2+S.  m
X X X X

Contoh1.37
Tentukan solusi umum PIxy + y+4=0.

Penyelesaian
PD ini ditulis dalam bentuk (1) menjadt + Y = -4
dx x X
Lo 1 4 - .
Di sini P(x) == dan ¢(x) =——. Seperti di Contoh 1.36 diperoleh
X X

[Pdx

J-de=.[ldx=ln>< atau e =x dan elP¥=1
X X

Jadi solusi umum PD di atas adalah

y:ﬂj(_;j xdx+ c} :—)1(U(—4) et q:—)l([“‘ * ¢

1.43
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:—4+E, u
X

Contoh1.38
Selesaikan PD:y' + y tan x= sin 2x dengan syarat away(0) =1.

Penyelesaian

Di sini P(X) =tan x dan ¢(x) =sin 2x.
sehinggadex=Itan X dx= j(ﬂJ dx= In(sec X,
COSX

~[Pdx _

Pdx
ej =d"**)=gec x dan e — = =COSX.

secx
Jadi solusi umum PD di atas adalah

y =cosx{j (sin X )(sex ¥x+ C}z co% IZ six dx ()Z
=(cosx ) 2cox+ C F - 2cosx+ C COx.

Syarat awaly(0) =1 memberikanl=-2+C= C= 3.
Jadi solusi PD yang memenui{0) =1 adalah

y=-2 cos’ x+ 3 COosX. ]

Contoh 1.39
(Aplikasi). Berdasarkan hukum Kirchoff, arus listrik dalaemgkaian LR
E(t) (Gambar 1.2) memenuhi PD linear berikut:

(@ dl

L—+RI=E(t) atau
dt

d R E(?)
I —+—| ==
v — " dt L L
di manal = arus,R = tahananL = induktan dan
Gambar 1.2

E(t) adalah voltase.
L R E(t) . R R
D Pt)=—d t)=——= seh Pdt=|—dt=—t.
i sini P(t) 1 an ¢(t) 3 se mggaj -[L 3

Jadi solusi umumnya adalah
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|(t) =eR/ L)tU‘_EEt) RGN cj.
Bila E(t) = E, = konstanta maka

| (t) =eR/D (EI e(R Vtgt+ CJ
L

1.45

—oRO B0 L myt, o|-Bo, cgrut -
L R R
Persamaan Diferensial Bernoulli
PD berbentuk:
%+P(x)y=¢(x))/’ , a reajaz0danazl ... 4)
X
disebut PDBernoulli.
Dengan substitusy*™@ = z, PD (4) berubah menjadi PD linear.
Contoh1.40
TiNau PD: Y +L = =XY2 . oo (5)
X
Penyelesaian:
Ambil substitusiy * = z atau y=1. Makaﬂ - (L iz
z dx z? ) dx
2
sehingga dari (5) didapat —[%)E+i = —x(—lj . Kalikan dengan
z X  zX z

(-z?), menghasilkan PD

dz (z]
o ol T T X e ———
dx X

PD (6) ini mempunyaP(x) = 1 dan ¢(x) = x.
X
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Jadi, .[P(x) dx=.[—l de—ln % elP® —gmx =L gan g TPA
X X

Dan solusi umum PD (6) adalah
zzx“xldﬁ Cj: X% Q= £+ C.
X

Jadi solusi umum PD (5) adalaj;l=1 == 1 . |
Z Xx“+Cx

Setelah membaca materi kegiatan belajar di atasalaio kerjakan
latihan berikut agar pemahaman Anda lebih mantap.

&% LATIHAN
==

=
=
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

1) Manakah di antara PD-PD berikut linear

A xI. ysinx= X +1

dx
B I, y? =cos x

dx

2 dy 2

C. (x*+D)—=+xy=x
dx

D. xyﬂ+(x2 +1)y= x+1.
dx

2) Manakah di antara PD-PD berikut PD Bernoulli
Ay +y=xy
B. yy+y'=y'x
C. Yy =x3y?+xy
D. 3y'+y=(1-2x)y".
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3) Bila ¢(x) =0 maka PD linear berubah menjadi
PD tidak eksak

PD homogen

PD variabel terpisah

Bukan PD orde satu.

Owo >

4) Solusi PD:y'+ y=2 adalah

A, y=1+Ce"
B. y=1+Ce*
C. y=2+C¢
D. y=2+Ce*.

5) Solusi PD:y' - y=3¢€* adalah
A. y=(3+Cx)e*
B. y=(3+Cxe>
C. y=(3x+0C)¢
D. y=(@3x+C)e™*.

6) Diketahui PD: (1+x2) dy+2xy dx= cot x d. Bila PD ini ditulis
dalam bentu% +P(X) y=¢(X maka
X

A P(X)=..... dan ¢(x)=.......
B. J-P(x) dx=.....; drd - ; dan e P&
C. Solusi PD menjadi=....

7) Tentukan solusi umum PD-PD berikut:
A. y'+ycot x=2xcscx

B. y+y=2xe*+ x

C. y+y=

1+eZX '
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8) PD Bernoulli3y'+ y= xy* dengan substitusi
N z=..... akan berubah menjadi PD:

9) Solusi PD:y = x®y?+2xy adalah
A yt=-lilizice®
2 2
B. y'= Loleiced
2 2
c. yt L1l ice
2 2

D. y* :%—%xz +ce¥.

10) Tentukan solusi PD-PD berikut:

Ay +y=yP
B. 3y +y=xy*
C. Xy2y+y3:COSX.

X

Agar latihan Anda terarah dengan baik dan Anda tdeqganperkirakan
hasil latihan Anda, bacalah rambu-rambu jawabanjaaaban latihan 4 ini
di akhir modul ini.

Setelah mengerjakan latihan 4, simaklah rangkumegiakan belajar
berikut ini sehingga Anda merasa siap untuk meagar Tes Formatif 4.

B

RANGKUMAN

PD Iinear% +P(X) y=¢(X, mempunyai solusi
X

y:e—jpdx“(¢efpdx) dx (}

PD Bernoulli: y'+P(X) y=¢( % ¥, dapat diubah menjadi PD
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linear dengan menggunakan substitysi ¢ = z.

Kini, setelah membaca rangkuman, tiba saatnya Anelagerjakan
Tes Formatif.

g TES FORMATIF 4

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1) PD orde satu linear di antara PD-PD berikutatual.
A xy+(x+1)y=y*
B. y +y3sinx=x
C. x2y+ ysinx= &
D. xy?y +(sin x+1)= cosx.
2) PD Bernoulli di antara PD-PD berikut adalah ....
A, (2x+y)y =4x+5
B. y +3y=4x?
C. xyy+5x+4=0
D. Xy + ycosx= & y

3) PD Bernoulli:xy + y= X y> dengan menggunakan substitast y 2
berubah menjadi PD linear ....

A 92250 5
dx X

B. E—EZ:ZX2
dx x

C E+zz=2x2
dx X

D E+zz= 2%?
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4) Solusi PD: x2y+2xy=cosx yang memenubhi y(rr/2):8/rr2
adalah ....

A y= iz(cosx+ 2)
X

B. y= iz(—cosx+ 2)
X

C. y=i2(sin x+ 1)

x

D. y=i2(—sin x+ 3).

x

5) Solusi umum PDxy + y=(2x* + x3) y3 adalah ....
A. y2=-2x*+2x3+ Cx?
B. y?Z=-2x*-2x3+Cx?
C. y2=2x*+2x3+Cx?
D. y?Z=2x*-2x3+Cx%

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdiif 3 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 3.

. Jumlah Jawaban yang Benar
Tingkat penguasaan = x100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100%aik sekali

80 - 89&dbaik
70 - 79%cukup
<%0= kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan modul selanjutnBagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar Ajtéena bagian yang
belum dikuasai.
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Kunci Jawaban Latihan

Latihan 1
1) (lihat Contoh 1.1)
A. tidak B.ya C.ya D.tidak.

2) (lihat Contoh 1.1)
A. eksplisit B. implisit C. implisit D. eksplisit.

3) () y=-Csinx

—Csinx+ Ccosx.tanx= C
—-Csinx+ Ccosx.ﬂﬂ =(
(i) COSX
—-Csinx+ Csinx= 0
0=0

(i) y=Ccosx adalah solusi umum dari PDy'+ ytanx= 0.

4) C (gunakan sistematika penyelesaian pada soabin3).

5) () 1+CX2y+2Cxy=0 (i) C=—
XY +2xy
x+Cx2y+ C?=0 2 B
(i) ’ ) x-——=Y 4L )2-0
1+Cx?y +2Cxy=0 X2y +2xy X y+2xy
atau X(X2Y +2xy) 2= R y( R {+2 xy+ 1= 0.

6) C (gunakan sistematika penyelesaian pada soabn5).
7) A (idem soal nomor 6).
8) B (idem soal nomor 7).

9) () y(0)=2e"=(@)D)=2 (iv) 2e*=2e* (memenuhi)
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(i) (memenuhi) (v) y=2€* adalah solusi khusus PD:

1

y' =2e*.
(iil) y' =2€%.......... (%)

10) D (gunakan sistematika penyelesaian pada soabn9)

Latihan 2
1) A. tidak
X
B. ya; y’y + =0;
x% +1

C. tidak

; 2

S|ny+yy,+ X +1=
y X

D. ya; 0.

2) A ya B. tidak C. tidak D. ya.

. d dx
3 () 2=
y  XxInx

(i) ny=In(nx+C.
4) B.
5) C.

Lodx

6) () —=-kx

) O 4
(i) x= ce, (konstanta integrasi diamhih C )
(i) x=x,e™
wy Xo -kT
V) —=Xxy€
(iv) <> =%

1
v). T==1In2.
v) k

7) B.
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8) (). VY =X+tan (y/x)= g(y/ X, dimana g(u) = u+tan u

(i), &= dz _ cos zdZ
X tan z sinz
(iii). Inx=In (sinz)+InC = x=Csinz

(iv). x=Csin(y/X).

9) D.

10) A

Latihan 3
oJf Jf

1) A. df =—dx+—dy=(y+ ycos xy) dx+ (¥ xcos xy) d
X oy

B. df =(2xy+ y&) dx( X+ &) d
c. df = 2x X2+y2o|x+2yeX2+y2dy

_ df_y(y—X)OI y)
> Ay X+(x+y2>2y

2 A fxy)= Ry Y

2

B. f(x,y)==xsiny+ 2y

R NP

O

f(xy =§In(x2+ y?)+siny

D. f(x,y)=xe"+£x°’y—E V.
3 2
3) A ya B. ya C. tidak D. ya.

4)  (i). %:xy+cosy ; Z—:/:%xz—xsin y-y
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(ii). §=xy+cosy:> f(x, y)=%x2 y+ xcos y+ g(y)
X

L1 xsiny-y=2 @2~ ssiny §(y dan g(Y)=-y ;
ady 2 2
__1 -
I =-5 vy
_1 5 1
(iii). f(x, y)=Ex y+ xcosy——2 )?: C

5 A f(xy)=xy*=C
_ 1 4,1 4
B. f(x,y)sxy-——xX+=y =C
(X, y)= xy 7 2
C. f(x,y)=xy+2Ilny=C
D. f(x y)=sinxcog y= C.
6) C
7) C
8) B
1
X
1
B. u=—
y3
1
C =
H X2y2
1
D. =
(X2+y2)2

10) A f(x, y)s—l2+i: c
X
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Latihan 4
1) A. ya B. tidak C. vya D. tidak.
2) A ya B. tidak C. vya D. vya.
3) B.
4) D.
5 C
6) A P(X)= 2x ) ¢(X)_cotx
' 1+x% ' 1+ x?
B. IP(x)dx=|n(1+ xz);ejpdx=1+ x2 dane'dexzi2
1+x
1 .
C. y= 2(In(smx)+C).
1+x
1 >
7) A y=——(x+Q)
sinx
B. y=x%e*+ x-1+ Cé*
C. y=e*arctan € }+ C].
8) () z=y3 (ii) 2 -y
dx
9) D
1 X
10) A. —=1+Ce
y
B. y 7 =x+1+Ce
c. vy =i3(3xsin X+ 3cosx+ C .

X
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Kunci Jawaban Tes Formatif

Tes Formatif 1 Tes Formatif 2 Tes Formatif 3 Tes Formatif 4

1) B 1) B 1) B 1) C
2) C 2) C 2) A 2) D
3) A 3) A 3) C 3) A
4) B 4) C 4) C 4) C
5) A 5) C 5) B 5) B
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