MobuL 1
Ruang Vektor Real
Drs. R.J. Pamuntjak, M.Sc.

=— PENDAHULUAN

ada bagian pertama Modul 5 Aljabar Linear Elementer | sudah kita

bahas sepuluh sifat untuk R?* dan R® mengenai penjumlahan dan
perkalian dengan skalar. Telah disinggung pula bahwa kesepuluh sifat itu
mencirikan ruang vektor real.

Pada modul ini akan kita bahas ruang vektor real yang lain. Sebagai
perluasan langsung dari R? dan R® adalah R" untuk n > 3 yang memenuhi ke
sepuluh sifat itu. Contoh-contoh lain, seperti ruang matriks, ruang fungsi, dan
lain-lain akan dikemukakan pula di sini.

Pengertian penting pada ruang vektor seperti ruang bagian, kombinasi
linear, basis, dan dimensi akan kita telaah untuk ruang vektor real yang
umum.

Setelah mempelajari modul ini Anda akan dapat, memahami ruang
vektor real beserta sifat-sifathya dan menyelesaikan masalah sederhana
berkaitan dengan pengertian penting seperti ruang bagian linear, kombinasi
linear, kebebasan linear, basis dan dimensi.

Lebih khusus lagi, Anda diharapkan dapat:

1. menetapkan apakah suatu himpunan dengan operasi tambah dan hasil
kali dengan skalar diberikan ruang vektor real atau bukan;

2. menentukan apakah suatu himpunan bagian dari ruang vektor yang
diberikan merupakan ruang bagian atau bukan;

3. menentukan apakah suatu vektor merupakan kombinasi linear dari suatu
himpunan berhingga dari vektor yang diberikan;

4. menetapkan apakah himpunan berhingga vektor dalam ruang vektor
yang diberikan, membangun ruang vektor itu atau tidak;

5. menetapkan apakah suatu himpunan berhingga vektor bebas linear atau
tidak;

6. menetapkan apakah suatu himpunan vektor dalam ruang vektor yang
diberikan merupakan basis untuk ruang itu atau tidak;
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menentukan basis dan dimensi suatu ruang vektor real yang berdimensi
berhingga;

menentukan basis dan dimensi suatu ruang baris menggunakan eliminasi
Gauss pada matriks itu; dan

menentukan basis dan dimensi ruang vektor yang dibangun oleh suatu
himpunan vektor di R", yang merupakan himpunan bagian dari himpunan
pembangun itu, dengan cara membuang beberapa vektor dalam
himpunan pembangun itu.
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KEGIATAN BELAJAR 1

Ruang Vektor dan Ruang Bagian Linear

A. RUANG VEKTOR

Pada Modul 5 Aljabar Linier Elementer | sudah disimpulkan bahwa
ruang vektor V = R® memenuhi sifat berikut:
Untuk setiap vektor a, b, ¢ € V dans, t € R berlaku:

1) a+beV Tertutup (terhadap +)

2) atb=b+a Komutatif

3) (a+tb)+c=a+(b+c) Asosiatif

4) dJ0eV>a+0=a Kewujudan vektor nol

5 d-aeV>-a+ta=0 Kewujudan invers

6) saeV Tertutup terhadap perkalian

dengan skalar
7) s(ta)=(st)a

8) s(a+b)=sa+sb Distributif
9) (s+ta=sa+ta "
10) la = a

Sekarang pandang himpunan V yang untuk setiap dua unsurnya dapat
dilakukan operasi + dan setiap unsurnya dapat dikalikan dengan skalar
sehingga memenuhi sifat (1) sampai dengan sifat (10) di atas. Himpunan
seperti itu disebut ruang vektor real atau ruang linear real.

Definisi 1

Himpunan tak kosong V dengan operasi + dan perkalian dengan skalar
disebut ruang vektor (linear) real, bila untuk setiap a, b, ¢ € V dan s, teR
berlaku sifat (1) sampai dengan (10) di atas.

Contoh 1
Misalkan R" =RxR x ... x R (nkali) yakni himpunan pasangan (tuple)
terurut n bilanganreal danae R",a=(a, a,, ..., a,), 3 €R,i=1,2,...,n.
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Dengan menggunakan pengertian penjumlahan, perkalian dengan skalar dan
kesamaan vektor seperti pada R * , yakni:

(i) a+b:= (a+b, ay+b,,..., a,+hb,)

(i) sa (say, say, ..., San)

(iiia=b:=a =b;, i=1,2,...,n.
dan sifat-sifat bilangan real dapat dibuktikan, bahwa sifat 1 sampai dengan 10
berlaku untuk R" . Misalnya untuk sifat-sifat berikut:

(1) a+b €R" karenaa; + b; eR,

(2) a+b=b+akarenaa+b; =b;+a,

(3) (a+b)+c=a+(b+c)karena(a +b;) +ci=a;+ (b +c)

vVi=1,2,..,n

Sifat-sifat lainnya dapat Anda buktikan sendiri.

Sekarang akan kita tinjau contoh-contoh lain ruang vektor dan contoh
himpunan yang bukan ruang vektor.

Contoh 2

Misalkan V = M, himpunan matriks real mxn. Lihat lagi sifat-sifat
penjumlahan matriks dan perkalian matriks dengan skalar pada bagian 2
Modul 1 Aljabar Linear Elementer I dan periksalah sifat 1 sampai dengan 10.
Akan ternyata bahwa semua sifat itu dipenuhi, misalnya jika A matriks mx n
maka sA juga matriks mx n, bila A dan B matriks mxn maka A + B juga
matriks mx n dan seterusnya. Jadi himpunan matriks real m x n adalah ruang
vektor real.

Contoh 3

Misalkan V = {(x, y, z, u), xeR, y>0, zeR, ueR} bukan ruang vektor
karena sifat 6 tidak dipenuhi karena untuk a = (0, 1, 0, 0) €V, dan s =-1,
sa=-1a=-1(0,1,0,0)=(0,-1,0,0) ¢V karena y, =-1<0.

Untuk menunjukkan suatu himpunan bukan ruang vektor, cukup satu
saja dari sifat 1 sampai dengan 10 tak dipenuhi. Untuk Contoh 3 ini
sesungguhnya sifat 5 juga tak dipenuhi karena vektor a = (0, 1, 0, 0) tak
punya invers karena (0, -1, 0, 0) g V.
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Contoh 4

Misalkan W ={f, f:R — R } himpunan fungsi real yang didefinisikan pada
garis real, dengan definisi penjumlahan dan perkalian dengan skalar seperti
berikut:

Penjumlahan f+g: f+g)x) =f(x) +g(x), Vx eR.
Perkalian dengan skalar sf: (sNH(X) =sf(x), VxeR.
Kesamaan dua fungsi f=g: fx) =9(), Vx eR.

Sifat 1 dan 6 dipenuhi karena f + g dan sf adalah fungsi real bernilai real.
Sifat-sifat lainnya dari ruang vektor dapat dibuktikan menggunakan sifat-sifat
bilangan real. Jadi himpunan fungsi real bernilai real adalah ruang vektor.
Sebagai vektor nol adalah fungsi konstan yang bernilai 0 untuk setiap
bilangan real. Invers dari fungsi f adalah fungsi —f yang di definisikan sebagai
berikut:

)x)=-1(x) Vx eR.

Sifat-sifat 1 sampai dengan 10 dari ruang vektor adalah sistem aksioma
untuk ruang vektor (atas lapangan koefisien) real. Masing-masing sifat itu
disebut aksioma. Dalam matematika, aksioma adalah suatu sifat yang kita
anggap berlaku yang dijadikan asumsi. Sifat-sifat lainnya yang dapat
diturunkan dari sistem aksioma ini disebut dalil (teorema). Pada kesempatan
ini akan kita bahas beberapa dalil untuk ruang vektor.

Dalil 1
Dalam ruang vektor real :
a) ada tepat satu vektor nol,
b) setiap vektor mempunyai tepat satu vektor invers.

Bukti :

a) Sifat (4) menyatakan ada sekurangnya satu vektor nol. Sekarang tinggal
menunjukkan bahwa tak mungkin ada lebih dari satu vektor nol.
Andaikan ada 2 vektor nol: 0, dan 0, maka 0, + 0, =0, , dan 0, +0,=0, .
Karena sifat komutatif (sifat 2) maka 0, = 0, . Jadi, ada tepat satu vektor
nol.

b) Sifat (5) menyatakan untuk tiap vektor a ada sekurangnya satu vektor in-
vers. Andaikan ada dua vektor invers —a, dan —a, makaa+(-a;) =a+
(-a,)=0.

Selanjutnya,
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) rapr(-a) = {8+ (-)}+(-2)=0+(-a)= -4

dan —a, +{a+(-a,)}=-a, +0=-a,.
Sifat asosiatif {(—a,) + a }+(—a,) = —a, +{ a + (—a;)} mengakibatkan

Beberapa sifat lainnya dari ruang vektor akan kita nyatakan dalam dalil

berikut.

Dalil 2
V adan b eV (ruang vektor real) dan sdant € R, berlaku:

a) 0a=0,

b) s0=0,

c) (-s)a=-(sa)=s(-a),

d) Jika sa = 0 maka sekurangnya satu dari s = 0 atau a = 0, berlaku.
e) Jikasa=sbdans =0 makaa=h,

f) Jikasa=tadana # 0 makas=t,

9) —(at+b)=(-a)+(-b)=-a-b,

n
h) a+a=2a, a+a+a= 3a, padaumumnya Zai = na.
i=1

Bukti :

a)

b)

c)

d)

sifat 9
Ambilu=0amakau+u=0a+0a = 0a=u.Selanjuthya—-u+u=0
=-Uu+(Uu+u)=(-u+u)+u=u,u=0,dan0a=0 terbukti.

sifat 8
Ambil v=sOmakav +v=s0+s0 = s(0+0)=s0=yv. Selanjutnya

serupa dengan pembuktian pada butir b).
sifat 9
(-s)a + sa = (-s+s)a = Oa. Sedangkan pada butir b) sudah terbukti

O0a =0, jadi (-s)a + sa = 0 sehingga (-s)a = —(sa) terbukti. Selanjutnya
s0 = s(-a + a) = s(-a) + sa. Karena sO = 0 (butir b), s(-a) + sa = 0, jadi
—(sa) = s(-a) terbukti.

Butir d) ini ekuivalen dengan berlakunya kedua sifat berikut:

i) Jikasa=0dana #0makas=0

ii) Jikasa=0dans =0 makaa=0.
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Bukti:

i): Jika sa = 0 dan a# 0, andaikan s+ 0 maka terdapat s = 1/s <R dan
s'(sa) =s*0=0.
Akan tetapi s*(sa) = (s* s)a = la =a, yang berarti a = 0,
bertentangan dengan yang diketahui. Jadi terbukti s = 0.

ii): Jika sa = 0 dan s#0, andaikan a=#0 maka menurut i) s = 0
bertentangan dengan yang diketahui. Jadi a = o terbukti.

e) sa=sb berarti sa—sb=s(a-b)=0,s=0, menurutd.ii)a—b =0 dan
a = b terbukti.

f)  Seperti pada butir €) menggunakan hasil pada butir d. ii).

9) (@+b)+(-a)+(-b)=b+{a+(-a)}+(-b)=b+0+(-b)=b+(-b)=0
Jadi terbukti —( a + b) = (-a) + (-b). Bahwa yang terakhir ini = —a — b,
hanyalah berdasarkan cara penulisanp + (-q) =p-(q.

h) Gunakan sifat (9) dan (10) dari ruang vektor.

Sebagai contoh penggunaan teorema di atas kita pandang Contoh
berikut.

Contoh 5

Jika pada sistem aksioma untuk ruang vektor aksioma 5 (sifat 5) diganti
dengan 5a): Va eV berlaku a + (-1)a = 0 dan aksioma 10 diganti dengan
10 a): Oa = 0 buktikan 1a = a.

Bukti :

la+ (-1)a={1 +(-1)}a = 0 a (sifat 9). Sedangkan menurut 10 a) 0a = 0.
Jadi la adalah invers dari (-1)a. Aksioma 5a) menyatakan bahwa a juga
invers dari (—1)a. Dengan aksioma-aksioma yang lain perubahan 2 aksioma
ini masih memberlakukan ketunggalan invers. (Dalil 1b). Oleh karena itu,
la = a terbukti.

Sekarang kita pandang sifat 1 dan sifat 6:

i) Bilaldan6 berlaku: 1) a+b eV dan 2) saeV, Vs eR bilaadan beV.
Jika a dan beV dan s, teR maka menurut sifat 6: sa dan tb eV,
sedangkan menurut sifat 1 : sa + tb eV. Selanjutnya

ii) Andaikan berlaku sa+tbeV ; Vs, teR bila a dan beV. Sifat 1 adalah
hal khusus dari sifat ini: yakni kasus s = 1 dan t =1. Sifat 2 adalah kasus
s=1dant=0.
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Selanjutnya jika 1 dan 6 berlaku akan ditunjukkan untuk N asli berlaku:

N
ZCIUI eV
i=1

iii) Bilau;eVdancieR, Vi=1,2,...,N.
Kita buktikan dengan induksi matematik (induksi lengkap):
a) N=1:cyu; €V karena c;eR danu;eV (sifat 6) .

k k+1
b) Jika ) Cu; €V akan ditunjukkan Y cu; eV
i=1 i=1
Cy 11Uy €V Karena,
k+1 k

ZCiUi = ZCiUi + Calka -
i-1 i-1

Jadi, berlakunya sifat 1 dan sifat 6 ekivalen dengan berlakunya sifat
sa+tb eV ; Vs, teR bilaadanbeV dan ekivalen pula dengan sifat:

N
Untuk tiap Nasli ) cju; €V bilau;eVdanci eR; Vi=1,2,.., N,
i=1

B. RUANG BAGIAN

Pada Modul 5 Aljabar Linear | sudah dibahas ruang bagian linear dari
R® vaitu garis dan bidang yang melalui titik pangkal koordinat. Pada
umumnya jika V ruang vektor, dengan penjumlahan dan perkalian dengan
skalar untuk V, himpunan bagian W<V dapat merupakan ruang vektor atau
tidak. Karena WcV sifat 2 sampai dengan 5 dan sifat 7 sampai dengan 10
dipenuhi dengan sendirinya (diwariskan oleh V). Supaya W merupakan ruang
vektor yang menjadi masalah adalah apakah sifat 1 dan 6 dipenuhi pula.
Bahwa sifat ini ekivalen dengan sifat:

Sa +th eV ;Vs, teR bila a dan beV, (sifat #: ketertutupan terhadap
kombinasi linear) sudah dibuktikan sebelum ini.

Dengan demikian, kita telah mengukuhkan/membuktikan dalil berikut:
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Dalil 3

Untuk himpunan V dengan penjumlahan tiap dua unsur dan perkalian un-sur
dengan skalar berlaku: sifat 1 dan 6 berlaku jika dan hanya jika sa+tbeV
Vs, teR bila a dan beV (sifat # berlaku).

Jadi bila himpunan bagian W dari suatu ruang vektor V memenuhi sifat 1
dan 6 (atau sifat #) maka W juga merupakan ruang vektor. Dalam hal ini
dikatakan W adalah ruang bagian dari V.

Definisi 2

Himpunan bagian tak hampa W dari ruang vektor V disebut ruang bagian
(ruang bagian linear) dari V bila W merupakan ruang vektor dengan
penjumlahan dan perkalian skalar untuk V.

Untuk jelasnya pelajari contoh berikut.

Contoh 6
BilaV = R", periksa apakah himpunan bagian dari V berikut merupakan
ruang bagian atau bukan

(1) Wi={(X: X0, X)), X +X =1},

(i) Wy ={ (%, Xg,..,X,), X —2X%, =0},

(iii) W5;={0=(0,0, ..., 0)}.

Penyelesaian :

(i) (a) Wi tidak memenuhi 1 karena : Ambil acW,; maka a; + a, = 1,
beWy, by +b,=1.
Untuk a + b berlaku:
(a+ b)) + (gt b)) =(ag+a) +(b1+by)=1+1=2 #1.a+beW,
tak dipenuhi. Wy bukan ruang vektor, jadi bukan ruang bagian dari
V, atau

b) W, tidak memenuhi 2 karena: Ambil s = 2, sagW, karena sa; + sa,

=s(a; + &) = 2 #1. Sifat 6 tak dipenuhi. Jadi W, bukan ruang
vektor.

(i) W, memenuhi 1 dan 6 karena: ac W, , a;—2a, = 0. be W, , b— 2b, = 0.

a+b€W2,
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karena: ((a; + by) — 2(a; + by) = (a;— 2a,) + (b;— 2b,) =0+ 0 =0, dan
selanjutnya: seR, ac W, , sac W, karena sa;— 2sa, = s(a; — 2a,) =s0 =0

Jadi W, ruang bagian dari R".
(iii) W53={0=(0, 0, ...,0)}ymemenuhi 1 dan 6 karena 0 + 0 =0, sO=0.

Jadi, W; merupakan ruang vektor. Perhatikan bahwa W3 ini merupakan
ruang bagian yang sangat khusus yaitu hanya memuat tepat satu vektor saja.

Sudah kita lihat bahwa ketika memeriksa apakah himpunan bagian W
merupakan ruang bagian dari ruang vektor V, sifat 2 sampai dengan 5 dan
sifat 7 sampai dengan 10 dari ruang vektor dipenuhi oleh WcV. Yang perlu
diperiksa lagi adalah sifat 1 dan sifat 6 (atau sifat #) yakni sifat ketertutupan
terhadap penjumlahan dan perkalian dengan skalar. Jadi dalil berikut berlaku.

Dalil 4
Himpunan bagian tak hampa W dari ruang vektor V adalah ruang bagian dari
V jika dan hanya jika W memenuhi sifat 1 dan 6 (atau sifat #) dari ruang
vektor.

Bukti :

a) Jika W ruang bagian linear dari V menurut definisi W memenuhi sifat 1
sampai dengan 10 dari ruang vektor jadi memenuhi sifat 1 dan 6 (juga
sifat #).

b) Andaikan W himpunan bagian dari V yang memenuhi sifat 1 dan 6 (atau
sifat #). Maka karena W<V, W memenuhi sifat 2 sampai dengan 5 dan 7
sampai dengan 10. Dengan demikian W memenuhi sifat 1 sampai dengan
10 dari ruang vektor, Jadi W ruang bagian dari V.

Untuk menunjukkan bahwa W bukan ruang bagian, kita menggunakan
kontraposisi dalil 4 dengan menunjukkan bahwa: Jika terdapat seR dan aecW
dengan sagW, atau terdapat acW dan beW dengan a+bgW maka W ruang
bagian dari V .

Untuk menunjukkan bahwa W ruang bagian, kadang-kadang
menunjukkan sifat # dipenuhi akan sedikit lebih menguntungkan, misalnya
untuk menunjukkan W5={0 = (0, 0, ...,0)}ruang bagian dari R" (Contoh 6):

Kita langsung menunjukkan bahwa s0 + t0 = 0 + 0 = 0 menggunakan dalil 2.
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Di samping itu, dari dalil 2 (butir a) dan dalil 4 dapat kita buktikan dalil
berikut:

Dalil 5
Jika W ruang bagian dari V maka 0eW (unsur satuan pada penjumlahan di V).

Bukti :

W ruang bagian dari V, menurut dalil 4 V acW dan seR, saeW. Ambil s=0
maka OaeW. Sedangkan menurut butir a) dalil 2, 0a = 0. Dengan demikian
0eW terbukti.

Kontraposisi dalil ini: Jika 0gW maka W bukan ruang bagian dari W.
Fakta ini sangat ampuh untuk menunjukkan suatu himpunan bagian bukan
ruang vektor.

Untuk memantapkan pemahaman Anda pelajarilah contoh-contoh
berikut.

Contoh 7

Periksa apakah himpunan bagian W berikut merupakan ruang bagian dari
ruang vektor V yang diberikan. (Tunjukkan bahwa himpunan itu ruang
bagian atau bukan ruang bagian). A adalah matriks mx n.

) W={x,Ax=0,xeR"},V=R"

(i) W={x,Ax=b,b=0,xeR"},

(i) W= {f | f: R>R, f(0) -2f(1) =0}, V={f|: R>R }.

(iv) W={f|f:R>R, f(0) + f(1) =1}, V={f| . R>R }.

Penyelesaian :

(i) Ambil u eW, dan veW maka Au = 0, dan Av = 0.
A(su+tv)=sAu+tAv=s0+t0= 0+0=0.

Maka su + tv €W, menurut dalil 4, W ruang bagian dari R". Hal ini akan
kita singgung lagi ketika membahas lanjutan modul ini.

(if) Menggunakan (kontraposisi) dalil 4: aeW, dan s = 2 maka Aa = b,
A(2a) = 2b = b karena b = 0. Jadi 2agW. Dengan demikian sifat 6 tak
dipenuhi W sehingga W bukan ruang bagian.

(iii) Menggunakan dalil 4: Ambil feW, dan geW maka f(0) — 2f(1) = 0, dan
9(0) —29(1) = 0. (f + 9)(0) —2(f + g)(1) = f(0) + 9(0) — 2(f(2) + g(1)) =
f(0) — 2f(1) + g(0) — 29(1) =0 + 0 = 0. Maka f+geW.
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Ambil se R, (sf)(0) — 2(sf)(1) = sf(0) — 2sf(1) = s(f(0)-2f(1)) = s0 = 0,
yang berarti sfeW, jadi sifat 6 dipenuhi. Menurut dalil 3 W ruang bagian
dari V.

(iv) Menggunakan dalil 5: Vektor 0 untuk W adalah fungsi k yang memenuhi
k(x) =0, V xeR.
k(0) + k(1) =0+ 0 =0 = 1. Maka 0¢W, jadi W bukan ruang bagian.
Gunakan dalil 4: Ambil s = 2, feW, (2)(0) + (2f)(1) = 2f(0) + 2f(1) =
2(f(0) +f(1)) = 2x 1 =2 =1,

Contoh 8
Tunjukkan bahwa himpunan matriks segitiga atas berukuran 2 x 2 meru-
pakan ruang bagian dari ruang matriks real 2 x 2.

Penyelesaian :
Himpunan matriks segitiga atas berukuran 2 x 2 dapat dituliskan sebagai

a

berikut: W= { u % } ay = O} Pandang matriks P dan Q €W maka
8 A

P21 =21 = 0.

BilaR=sP +1Q, s,teRmakar,; =sp,+tQgy = s0+1t0=0.

Jadi sP +tQ eW.

Contoh 9

Tunjukkan bahwa:

(i) w={f|f:R—>R,f(x)=a+bcosx + csinx, a, b, ¢, R},

(i) U={f|f:R> R, f(x)=a+bx+cx®+dx’ a,b,c,d eR} merupakan
ruang vektor.

Penyelesaian :
Untuk U dan W kita manfaatkan kenyataan bahwa keduanya adalah
himpunan bagian dari ruang vektor V={f|f:R >R }.
(i) Ambil f(x) = a + bcosx + csinx, g(x) = p + gcosx + rsinx,
maka (f + g)(x) =a +p + (b + g)cosx + (c + r)sinx, jadi f + geW.
Selanjutnya (sf)(x) = sa+ shcosx + scsinx.
Dengan demikian sf eW, jadi W ruang bagian dari V.
(if) Ambil f dan geU.
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\QBE; LATIHAN
=

1)

2)

3)

4)

Tuliskan f(x) = a + bx + cx? + dx®, g(x) = a + bx + cx® + dx°, kemudian
seperti pada butir (i) tunjukkan bahwa f + geU dan sf eU.

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

Periksa sifat-sifat mana saja dari 10 sifat ruang vektor yang berlaku dan
yang mana pula yang tak berlaku untuk himpunan dengan penjumlahan
dan perkalian dengan skalar yang diberikan berikut ini.

a) U=R®%a+b:=(a+hy, 0, astbs), sa = (ay, sa,, sas)

a 1
by U= {A| A:{O 5 },a IS R} , penjumlahan dan perkalian dengan
a

skalar di M,.

Buktikan bahwa:

a) Jikas=0dana=0makasa=0

b) Jika a = b dansa=sb makas=0.

Periksa, apakah himpunan berikut dengan penjumlahan dan perkalian

dengan skalar di R* merupakan ruang vektor atau bukan.

a) W = himpunan jawab sistem persamaan linear:
2x-y+u=0,x+y+z=0.

b) W={(x,y,z,u)|x-y=0,y—-z—u=1}

c) W={(x,y,z,u)|x-y<0,y—z—u=0}

Bila W dan V seperti yang diberikan, tunjukkan bahwa V ruang vektor

dan W ruang bagian dari V atau tidak.

a) V= P3:=himpunan semua fungsi polinom koefisien real berpangkat
lebih kecil atau sama dengan (<) 3,
W={p|px)=1+ax+bx’ acR, beR}.

b) V=P, W={q]|q(x)=a-hbx’, acR, beR }

c) V=PT,={g]g(x) =ay+a;cosx + bisinx + a,c0s2x + b,sin2x.

d) W ={r| r(x) = 2acos’ — bsinx, acR, beR }.(Nyatakan dulu cos®x
dalam cos2x)

e) V=PT, W={f]|f(x) = 2sin’ — asinx, acR}. (Nyatakan dulu sin’x
dalam cos2x)



5)

6)
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Bila V = himpunan semua matriks real 2 x 2 dan W himpunan matriks
berikut, tunjukkan bahwa W ruang bagian dari V atau bukan.
a) W = Himpunan semua matriks segitiga bawah berukuran 2 x 2.

b) W:{A|A=F O},aeR,beR},
c d
KPS

c) W=<A|A= ,aeR;p.
2a 0

d) W:{A|A={a _b},aeR,beR}.
b a

BilaV = {f|f: R>R }, periksa apakah himpunan W berikut merupakan
ruang bagian dari V atau bukan.

a) W={f|feV, f(0) = 2f(2)}.

b) wW={f]|feV,f0)+f(1)=2}.

c) W={f|feV,f(x)=1-f(x), VxeR }.

dy wW={f|feV,f(x) =f(-x), VvxeR}.

Petunjuk Jawaban Latihan

1)

2)

a) Yang tidak dipenuhi adalah sifat 9: (s + t)a = (a;, (s+t)a,, as),
sedangkan sa + ta = (ay, Say, as) + (a, ta,, as) = (2ay, 0, 2a3). Jadi
(s +t)a = sa+ta.

b) Yang tak dipenuhi sifat 1 dan 6:

. a 1 b 1 a+b 2
Ambil A = ,B= ,A+B= zU.
0 2a 0 2b 0 2(a+b)

. 2a 2
Ambil s =2, sA = e U.
0 4a

a) Andaikan sa = 0 maka menurut butir d Dalil 2, sekurangnya satu
dari: s = 0 atau a = 0 berlaku. Hal ini bertentangan dengan yang
diketahui: s = 0 dan a = 0. Jadi pengandaian sa = O tidak benar
sehingga haruslah sa = 0.

b) Andaikan s = 0 karena sa = sb, menurut butir e Dalil 2, a = b. Hal
ini bertentangan dengan yang diketahui yakni a # b. Pengandaian
s = 0 tidak benar, jadi haruslah s = 0.
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3)

4)

W himpunan bagian dari R* yang perlu ditunjukkan hanyalah berlakunya

sifat 1 dan 6.

a) Ambila=(x,y,z u)eW, maka2x—-y+u=0dan x+y+z=0,
b=(,b,c,deW,2a-b+d=0,dana+b+c=0.

Pandang a+b = (x+ a, y+ b, z + ¢, u + d), harus dibuktikan :
2(x+a) — (y+b) + (u+d) =0,dan (x+a) + (y +b) + (z+¢) =0.
2x+a)—-(y+b)+(u+d)=2x-y+u+2a-b+d=0+0=0.
x+a)+(y+b)y+(z+c)=x+ty+z+a+b+c=0+0=0.

b) Untuk menunjukkan W bukan ruang bagian cukup ditunjukkan sifat
1 atau 6 tak berlaku. Misalkan a = (X, y, z, uU) eW maka x —y =0
dany-z—-u=1.

Ambil s =2 maka sa = (2x, 2y, 2z, 2u) dan 2y — 2z — 2u= 2 = 1. Jadi
sa ¢ W. Maka W bukan ruang bagian.

c) Akan ditunjukkan sifat 6 tak berlaku.

Ambil s = -1 maka sa = (-x, -y, -z, —u), dan sx —sy = -1(x-y) >0
karena x —y < 0. Maka sa ¢W. Jadi W bukan ruang bagian.

P; dan PT, dapat dipandang sebagai himpunan bagian dari ruang fungsi

V ={f|f: R — R}. Menunjukkan bahwa P3 dan PT, ruang vektor berarti

menunjukkan keduanya ruang bagian dari V. Jadi hanya tinggal

menunjukkan sifat 1 dan karena sifat 6 berlaku untuk P5 dan PT,.

Untuk P3 : p e P; berarti p(x) = ap + aix + a,x° + ag’, a;eR,i=0, 1,2, 3

Andaikan ge P;maka q(x) = by + bix + bx? + bex® |, bieR, (p+ q)(X) =

P(X) + (x) = (0 + bo) + (A + by)X + (8 + bp)X* + (ag + ba)x®, a; + bieR.

Jadi 1 dipenuhi. (sp)(x) = sap + Sa; X + sa, X* + a3 X, sa; €R, 6 dipenuhi.

Maka P3 ruang bagian dari V, jadi merupakan ruang vektor. Bahwa PT,

merupakan ruang vektor, dapat ditunjukkan dengan cara yang serupa

dengan yang dilakukan untuk Ps.

a) Sesungguhnya W= {p | p(X) = @ + a;x + ax* + asx>, ag =1, 8, = 0,
a;eR, azeR}. Sifat 6 tak dipenuhi karena untuk s = 2, (sp)(x) = 2a,
+ 2a;x + 2a,x* + 2a;x°, koefisien untuk x adalah 2a, = 2 # 1. Jadi
sp ¢ W, sehingga 6 tak dipenuhi, W bukan ruang bagian dari V = P.

b) W ={qlq(x) = ap + aix + axx* + azx®, a; = 0, @, = 0, a, R, azeR}.
Ambil p(x) =a—bx%, qx) = r—t, (p + q)(x) = (@ +r) — (b + )3,
p+ qeW dan (sp)(x) = sa — sbx?, speW. Jadi 1 dan 6 dipenuhi,
sehingga W ruang bagian dari Ps.

) r(x) = 2acos’x—bsinx = 2ax % (1+cos2x)—bsinx = a+ acos2x — bsinx.



d)

b
5) Ruang vektor kita V = My, = {a d}
c
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Ambil m(x) = ¢ + ccos2x — dsinx, (m + r)(x) = (a+c) + (a+c)cos2x —
(b+d)sinx maka m+reW dan sr(x) = sa+sacos2x — shsinx, sr eW.
Maka W ruang bagian dari PT,.

f(x) = 2sin’x — asinx = 1-c0s2x — asinx, (2f)(x) = 2— 2c0s2x —2asinx,

2fg W, sifat 6 tak dipenuhi sehingga W bukan ruang bagian dari PT,.

a,b,c,d real}, yang akan kita

tinjau adalah himpunan bagian WcV.

a)

b)

c)

d)

Bila W himpunan (semua) matriks segitiga bawah maka:

]

AmbilA{a 0} dan{p 0} cW.
c d r s

a+
Maka A + B = { P
C+r

)
+S | eW.
d
. sa O . . .
Selanjutnya sA = LC sd} eW. Jadi W ruang bagian dari V.

10 2 0
Ambil A = L d} eWdan s =2, maka sA = [20 } ¢W karena

2d
b=2=1.
Jadi W bukan ruang bagian dari V.

1 2 2
Ambil A = a eW dan s =2 maka SA = a ¢W karena
a o0 2 0

an=2=1.
Maka W bukan ruang bagian dari V.

. a -b
Apabila W = {{ }
b a

B= {p _q} cW maka A+B= {a+ P _(bﬂﬂ cW dan
q p b+q a+p

. a -b
a,b real} , ambil A :{ } dan
b a

sa -sb . . .
SA = eW. Jadi W ruang bagian dari V.
sb  sa
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6) V
a)

b)

={f|f:R>R}.

Ambil f dan geW maka f(0) = 2f(2), dan g(0) = 2g(2).

sf(0) = 2sf(2) = 2(sf)(2) maka sfeW.

(f + 9)(0) = f(0) + g(0) = 2f(2) + 29(2) = 2(f+g)(2) maka f + geW.
Jadi W ruang bagian dari V.

Ambil feW maka f(0) + f(1) = 2, dan (sf)(0) + (sf)(1) = sf(0) + sf(1)
= 5(f(0) + f(1)) = 2s. Jika s = 2 maka (2f)(0) + (2f)(1) =4 = 2, sf ¢W,

W

dan W bukan ruang bagian dari V.

c) feW maka f(-—x) = 1-f(x). (2f)(-x) = 2(1-f(x)) = 2—(2f)(x) = 1 f(X).
Jadi 2f¢W sehingga W bukan ruang bagian dari V.

d) Ambil feW dan geW maka (f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(-x) + g(-x) =

(f + 9)(—x), jadi f + geW. (sf)(x) = sf(x) = sf(-x) = (sf)( %) maka

sfeW. Jadi W ruang bagian dari V.

RANGKUMAN

Kegiatan belajar ini mencakup pengertian Ruang Vektor dan Ruang

Bagian.

Ciri ruang vektor
Untuk setiap vektor a, b, c € V dan s, t € R berlaku:

1) a+beV Tertutup (terhadap +)

2) atb=b+a Komutatif

3) (@a+b)+c=a+(b+¢c) Asosiatif

4) J0eV>y3a+0=a Kewujudan vektor nol

5) d-aeV>-a+a=0 Kewujudan invers

6) saeV Tertutup terhadap perkalian
dengan skalar

7) s(ta)=(st)a

8) s(a+b)=sa+sb Distributif

9) (s+tja=sa+ta "

10) 1la = a

Sifat-sifat penting ruang vektor
Setiap ruang vektor mempunyai tepat satu vektor nol dan setiap
vektor mempunyai tepat satu invers terhadap penjumlahan.
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@ TES FORMATIF 1

1)

2)

3)

Untuk bilangan real s dan t serta vektor a dan b berlaku:

= Qa=a

= s0=0

= (-s)a=-(sa)=s(-a)

= Jikasa=0Omakas=0ataua=0

» Jikasa=sbdansz0makaa=b

» Jikasa=tadana=0makas=t

= (at+b)=(-a)+(-b)=-a-b.

Ruang bagian

Ruang bagian dari suatu ruang vektor V adalah himpunan bagian

WcV yang merupakan ruang vektor dengan penjumlahan dan

perkalian skalar pada V.

Sifat-sifat penting ruang bagian

a. Himpunan bagian W dari suatu ruang vektor V adalah ruang
bagian dari V jika dan hanya jika W tertutup terhadap
penjumlahan dan perkalian dengan skalar pada V.

b. Himpunan bagian W dari suatu ruang vektor V adalah ruang
bagian dari V jika dan hanya jika W tertutup terhadap kombinasi
linear.

c. Jika W ruang bagian dari V maka W memuat vektor nol pada V.

Jawablah pertanyaan berikut ini!

Untuk himpunan S dengan penjumlahan dan perkalian dengan skalar

yang diberikan, tentukan sifat-sifat ruang vektor yang dipenuhi dan yang

tidak.

a) S={(xV, z u)|x+y+u=1}dengan penjumlahan dan perkalian
dengan skalar di R*

b) S={f|f:R-R, f(x) = —f(1- x) YxeR dengan operasi vektor di ruang
fungsi real bernilai real.

Bila a, be V dan s, teR untuk pernyataan berikut periksa mana yang

benar dan mana yang tidak dan beri alasan untuk jawab Anda.

a) Jikasa=tamakas=t.

b) Jika sa=sb makaa=b.

c) Jikasb=tbdanb=0makas=t.

Tunjukkan bahwa himpunan WcV berikut dengan penjumlahan dan

perkalian dengan skalar di ruang vektor V merupakan ruang bagian atau

bukan.
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4)

5)

a) W = {g | g(x) = a — 4asinxcosx — bsin’, acR, beR }, V = PT,.
(Gunakan dulu rumus-rumus trigonometri).

b) W={p|p(x)=a—ax*+x’VxeR},V =P,

Gunakan jalan paling singkat untuk menunjukkan bahwa himpunan

bagian W dari ruang vektor V ruang berikut tidak merupakan ruang

bagian.

l1-a O
b) W={ala=(1+p, 1-p’}, V=R
Pandang S={ulu = (a, a? —1), acR}sebagai himpunan bagian dari R%
Apakah 0 = (0, 0) € S ? Periksa apakah S merupakan ruang bagian dari
R®. Apakah hasil ini tak bertentangan dalil 5? Jelaskan jawab Anda!

a -a . .
a) W= {A|A={ }},V:hlmpunan matriks 2 x 2.

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 1 yang

terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1.

Jumlah Jawaban yang Benar
Jumlah Soal

Tingkat penguasaan = %x100%

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = baik
70 - 79% = cukup
<70% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat

meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 1, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 2

Kombinasi Linear dan Kebebasan Linear

A. KOMBINASI LINEAR DAN BENTANG LINEAR

Konsep kombinasi linear telah mulai disinggung pada pembahasan R?
dan R® pada Modul 5 Aljabar Linear Elementer 1. Syarat perlu dan cukup
untuk suatu himpunan bagian W dari ruang vektor V merupakan ruang bagian
dari V seperti yang dinyatakan dengan Dalil 3 dan Dalil 4 sesungguhnya
menyangkut Kketertutupan terhadap kombinasi linear dua vektor dalam W.
Pengertian kebebasan linear berkaitan dengan kombinasi linear. Semuanya
ini diperlukan dalam membahas basis dan dimensi ruang vektor.

Definisi 1
Vektor veV disebut kombinasi linear dari m buah vektor uy, uy, ..., u, pada

m
V, bila terdapat bilangan real sy, s, ..., Sm Sehingga v = Zsi u;.
i=1
Dikatakan juga: v kombinasi linear dari himpunan vektor { uy, Up,...,un}= V.
Bila 1 < k < m, jelaslah uyx kombinasi linear dari { uy, Uy, ..., uy} karena
U = 0uq + Oupt ...+ Tug + ... + O0up,.
Pandang V = R". Pemeriksaan apakah v kombinasi linear dari uy, Uy, ..., up,
berarti memeriksa adakah bilangan-bilangan real s;, sy, ..., S, yang meme-
m
nuhiv = Zsi u;. Dengan u;= (Ugj, Ugi, ..., Unp), i=1,2,...m,
i=1

Vi Upg Up - Uy | §

v U, Uu e S
maka: | Z|=| 2 T2 AR

Vi Uy Upp - Upy Sm

Dengan demikian dapat dikatakan bahwa v kombinasi linear dari uy, u,,
..., Uy, jika dan hanya jika sistem persamaan linear di atas punya jawab.
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Contoh 1
2 1
2 L . -

a) Apakahv= 1 kombinasi linear dari u; = 1 dan u,= 5 ?
1 1 2

Untuk menjawab pertanyaan ini kita harus memeriksa ada atau tak
adanya jawab sistem

1 1 2
. 2 11| 2 .
persamaan linear = yang kita lakukan dengan
-1 2||s, 1
1 2 1
melaksanakan eliminasi Gauss seperti berikut
11 2] 711 2 11 2
2 -1 2|B,-2B |0 -3 -2 0 1 -1
—_—>
-1 2 1] .5 [0 3 3 B, B, 0 3 3
1 2 1 0 1 -1 0 -3 -2
B,-B
N 11 2 11 2
_)
0 -1 01 -1
B; -3B, .
0 0 6 ig, 0 0 1
B,+3B,
0 -5, 00 O
5Ba+5Bs

Jadi, sistem persamaan linear itu tak punya jawab, yang berarti v bukan
kombinasi linear dari u; dan u,.
1

8
b) Apakahw = . kombinasi linear dari u; dan u, pada butir a) ?

1

Penyelesaian :
Kita lakukan eliminasi Gauss pada matriks lengkap sistem persamaan
berikut:
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a)

b)
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1 1 11 711 1 11 1

2 -1 8|8-28|0 -3 6| — |0 1 2| —
-1 2 7| gy4p |0 3 —6|pep |0 3 —6]B,-38,
(12 1) o 2 0 -3 6], 5
11 1

01 -2

00 0

00 0

Sistem persamaan punya jawab karena unsur 1 terkiri tiap baris tak nol
pada matriks eselon tak ada yang terletak pada kolom terakhir. Jadi w
kombinasi linear dari u; dan u,.

toh 2

Bila po(x) = 1 + X, py(X) = =X, pa(X) = 1 + X2, ps(x) = x — X%, apakah setiap
polinom berpangkat kurang atau sama dengan 2 merupakan kombinasi
linear dari po, p1, P2, dan p3?

Tunjukkan bahwa polinom berpangkat kurang atau sama dengan 2 meru-
pakan kombinasi linear dari qo, g1, g» yang memenuhi qo(x) =1, g:(x) = X,
02(x) = X°, VxeR.

Penyelesaian :

a)

Polinom berpangkat kurang atau sama dengan 2 dapat dituliskan sebagai
p(X) = ap + a;x + aX?, ao, a1, a,€R. Akan ditunjukkan bahwa terdapat so,
S1, Sy, S3 real sehingga ag + a;x + ax® = s (1 + X) + 51 (—X) + 5, (1 + x%) +
53 (x—x?) ; VxeR.
Menyamakan koefisien untuk x° pada ruas kiri dengan yang pada ruas
kanan menghasilkan

ay=Sy+ S,
Menyamakan koefisien untuk x*, diperoleh

a1=S—S1+S3
Menyamakan koefisien untuk x* didapat

dr) =Sy, —S3
Dengan demikian matriks lengkap sistem persamaan itu beserta
pengerjaan eliminasi Gauss untuk mendapatkan matriks eselonnya
adalah sebagai berikut:
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101 0 a 10 1 0 a

1 -1 0 1 & B—Bl) 0 -1 -1 1 a4 —qg
,—

0 0 1 -1 a 0 0 1 -1 a

101 0 ag
T)Bz)oj-l_l dg—ay |-
01 -1 a

Apa pun nilai ag, a3, a, matriks eselon ini tidak mempunyai baris tak nol
yang unsur satu terkirinya terletak pada kolom terakhir. Jadi sistem
persamaan untuk so, S1, S, , Sz ini selalu mempunyai solusi berapa pun
nilai ao, a;, a,. Maka ap + a;x + a,x* kombinasi linear dari Po, P1, P2, dan
ps sehingga setiap polinom berpangkat kurang atau sama dengan 2
adalah kombinasi linear dari po, p1, P2, Pa.

b) Dengan mudah dapat dilihat bahwa polinom berpangkat kurang atau
sama dengan 2 adalah juga kombinasi linear dari qg, g1, 9> Yyang
memenuhi qo (X) =1, gy (X) =X,
0z (X) = X4, VxeR.

Di sini koefisien sy, sS4, S, adalah persis ay, ai, a,.

Pada umumnya dapat dikatakan bahwa bila V ruang vektor dan {u;, u,,
..., Un} <V, himpunan semua kombinasi linear dari {u,, u,, ..., u,} itu
membentuk ruang bagian W dari V, dan W adalah ruang bagian terkecil
yang memuat {uy, Uy, ... , Uy}, Setiap ruang bagian lain yang memuat
himpunan vektor ini pasti memuat W.

Dalil 1

Jika V ruang vektor dan S = {uy, U, ..., Up} <V,

maka:

a) Himpunan W dari semua kombinasi linear {uy, U,, ..., u,} adalah

ruang bagian dari V.
b) W ruang bagian terkecil yang memuat S.

Bukti :

m
a) i) JikaaeWmakaa= Zsk ugeV,
k=1
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m m
ii) Jikaadanb e W makaa :ZSK Uk, b :Ztk Uy sehingga

k=1 k=1
m
a+b :Z(Sk +tk) Ug.
k=1
m
ra= Zr Ux. Jadi a+b dan ra merupakan kombinasi linear dari {us, u,,
k=1

..., Up} atau a+tbeW dan racW. Karena i) dan ii) maka W ruang bagian
dari V.

b) Andaikan U ruang bagian yang memuat S maka U memuat setiap
kombinasi linear dari S .

Jadi W c U.
Ruang bagian W seperti yang disebut pada dalil di atas dikatakan
dibangun atau dibentang oleh {u;, u,, ..., uy}, dan {uy, u,, ..., u,} disebut

himpunan pembangun dari W.

Definisi 2
Jika V ruang vektor, S ={uy, U,, ..., uy}<V, ruang vektor W yang merupakan
himpunan semua kombinasi linear dari S disebut ruang vektor yang
dibangun oleh atau bentang linear dari S, biasa dituliskan dengan notasi
W = span(S), dan S disebut himpunan pembangun (pembentang) ruang
vektor W.

Jadi himpunan vektor S= {uy, u,, ..., Uy} < V: adalah himpunan pemba-

ngun dari ruang vektor W jika dan hanya jika: setiap unsur W adalah kombi-
nasi linear dari S, dan W memuat semua kombinasi linear dari S atau sistem

m m
persamaan » s, U =W mempunyai jawab YweW, dan » s, u, < W.
k=1 k=1

Contoh 3

a) Di R} U adalah ruang yang dibangun oleh S = 21,0

Tunjukkan bahwa:
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b)

To
i) P= 21, 4
[1771]]o0
i) T=<|2],|-2|,|-4]} juga himpunan pembangun dari U.
-1 0 1

Perlihatkan bahwa himpunan berikut bukan himpunan pembangun dari
ruang vektor U:

171 11110
i K=1 23], i) L=1]21[3]]4
“1(|0 -1 -1

Penyelesaian:

a)

*

i)
Harus dibuktikan bahwa setiap unsur P adalah kombinasi linear dari S:
Sistem persamaan
-1 0 1 -2
s|2|+t|4|=p|2]|+q]| 0| punyajawab Vp dan qreal.
0 -1 -1 1
Eliminasi Gaussnya adalah sebagai berikut:
-1 0 p-29| -B |1 0 -p+2q
2 4 2p |, |0 4 4p-4q
0 -1 -p+q] _y |0 -1 -p+q

- |1 0 —-p+2q
1p, 01 p-q
00 0

By+1B,
Terlihat bahwa sistem persamaan itu punya jawab untuk tiap nilai p dan
g, yakni s=-p+2q,
t=p-q.
Selanjutnya harus ditunjukkan pula bahwa U memuat semua kombinasi
linear dari P:
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-1 0
s|2|+t| 4 |eU, Vsdantreal
0 -1
1 -2 -1 0
Ini berarti sistem p| 2 | +q| 0 |=s| 2 | +t| 4
-1 1 0 -1

mempunyai jawab V s dan t real.
Eliminasi Gauss untuk matriks lengkap sistem persamaan ini adalah
seperti berikut:

1 -2 -S - |1 -2 -S - |1 -2 -s

2 0 2s+4t|p sp 0 4 4s+4t 18, 0 1 s+t],

-1 1 —t 0 -1 -s-t 0 0 O

B;+B; B,+1B,

yang berarti bahwa sistem persamaan mempunyai jawab V s dan t real.
Setiap unsur U adalah kombinasi linear dari P.
Dengan demikian terlihat bahwa setiap unsur U adalah kombinasi linear
dari P dan U memuat semua kombinasi linear dari P.

ii) Akan ditunjukkan bahwa tiap vektor ueU adalah kombinasi linear
dari T, dan U memuat semua kombinasi linear dari T. Untuk membukti-
kan yang pertama: pada i) diperoleh bahwa setiap unsur U kombinasi
linear dari P. U juga kombinasi linear dari T karena:

-1 0 1 1 0
AmbilueUmakau=a| 2 | +b| 4| =0| 2 |-a|-2|-b| 4
0 -1 -1 0 -1
Bahwa U memuat semua kombinasi linear dari T adalah karena:
1 1 0
Ambil v kombinasi linear dari T makav=p| 2 |+ q|-2| + r| -4,
-1 0 1
untuk suatu p, g, r € U.
-1 0
Akantetapi | 2 |=—| 2 | +| 4|,

-1 0 -1
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maka
-1 0 -1 0 -1 0
v=—p| 2 |+p| 4 |-q 2 |-r-4|=—(p+q)| 2 |+(p+1)| 4
0 -1 0 1 0 -1

Maka v kombinasi linear dari P. Jadi v €U.

b) i) Akan ditunjukkan bahwa ada kombinasi linear dari K yang bukan
anggota U, yakni:

1 1 1
v=|3(=0] 2 |+1.|3].
0 -1 0

S
Akan ditunjukkan bahwa sistem persamaan [P] L} =v tak mempu-

nyai jawab.

Eliminasi Gauss untuk matriks lengkap:

-1 0 1 1 0 -1 10 -1 1 0 -1
2 4 3|~12 4 3|~/01 0(~/0 1 O
0 -1 0 0 -1 0 0 4 5 0 0 5
Baris terakhir mengakibatkan kontradiksi.

1 1 1 0
ii) Untuk L, |3|=0. 2 |+1.|3|+0.| 4| merupakan kombinasi linear
0 -1 0 1

L yang tidak dimuat U.
B. KEBEBASAN LINEAR

Himpunan pembangun (pembentang) sangat penting dalam menangani
berbagai masalah karena kadang-kadang kita dapat membahas ruang vektor
dengan lebih dahulu menelaah vektor-vektor dalam himpunan pembentang-
nya, kemudian memperluas hasilnya pada ruang vektor itu.

Sudah kita lihat pada contoh 2 bahwa baik {po, p1, p2, ps} maupun {do,
1, 023 membangun P,. Pada umumnya tiap ruang vektor mempunyai banyak
(lebih dari satu) himpunan pembangun. Kalau kita harus memilih, apakah
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dasarnya?. Yang unsurnya sesedikit mungkin tentunya akan sangat mengun-
tungkan. Untuk mendapatkan himpunan pembentang begini kita memerlukan
pengertian kebebasan linear yang definisinya adalah sebagai berikut:

Definisi 3
a) Himpunan vektor {u;, u,, ..., u,} dikatakan bebas linear apabila
m
Zsk Uy = 0 hanya dipenuhi oleh s; =s,= ... =s,=0.
k=1
b) Himpunan vektor {u;, u, ... , u,} dikatakan tak bebas linear
(bergantungan linear) jika tidak bebas linear, yakni terdapat sy, S, ..., Sm

m
yang tak semuanya nol yang memenuhi Zsk U =0.
k=1

Dalam kalimat lain definisi di atas berarti:
a) Himpunan {uy, u,, ... , uy} dikatakan bebas linear jika dan hanya jika

m
sistem persamaan homogen ZSK Uy = 0 tak mempunyai jawab tak
k=1
trivial.
b) Himpunan vektor {u;, u,, ... , u,} dikatakan tak bebas linear

m
(bergantungan linear) jika dan hanya jika persamaan homogen Zsk

k=1
U, = 0 mempunyai jawab tak trivial.

Dalam memeriksa apakah suatu himpunan vektor bebas linear atau tidak
bebas linear, sifat di atas kita buat lebih praktis lagi dalam arti dapat
menentukan apa yang akan kita kerjakan untuk menentukan kebebasan linear
itu. Untuk itu kita langsung memeriksa matriks eselon untuk matriks
koefisien sistem persamaan linear homogen yang berkaitan. Khusus untuk
R" hal itu dapat kita lakukan sebagai berikut.
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Up;

Kalau uje R" kita tuliskan sebagai u;=| - |,i=1,2, ..., m maka sistem

Upi

m
persamaan linear homogen Zsk ux =0, menjadi,

k=1
SiUpg +SoUpp + o0+ Sy =0
SiUpg +SoUpp + =++ + Sy = 0
Matriks koefisien sistem ini ialah
U Up - Uy
Upp Uy -+ Uy
. . . : = [ull u25 ey Um]l
Uy Uy - Upp
kolom-kolomnya adalah vektor-vektor ug, u,, ... , u,. Dengan menggunakan

sifat mengenai jawab sistem persamaan linear homogen yang dibahas pada
Modul 3 Aljabar Linear Elementer | sifat yang mencirikan kebebasan linear
itu dapat kita tuliskan sebagai dalil berikut.

Dalil 2
Pada R" berlaku

a)

b)

Himpunan vektor { ug, Uy, ... , U,h} bebas linear jika dan hanya jika
banyaknya baris tak nol pada matriks eselon untuk matriks [uy, u,, ...,
Up] adalah m.

Himpunan vektor { ug, Uy, ..., Uy} tak bebas linear jika dan hanya jika
banyaknya baris tak nol pada matriks eselon untuk matriks [uy, U, ... ,
um] kurang dari m.

Dalil ini memberikan kemudahan kepada kita untuk memeriksa bebas

linear atau tidaknya suatu himpunan vektor di R" seperti pada contoh
berikut.
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Contoh 4
Periksa apakah himpunan vektor berikut bebas linear atau tidak:
a). {ug, Uy Uz}, (b) {uy, us, us}, (c) {uy, Us, Uy Us}, jika diketahui

Penyelesaian:
a) m = 3. Kita bentuk matriks dengan kolom-kolom uj, u,, us. Pengerjaan
eliminasi Gauss dilaksanakan sebagai berikut.

1 0 2 10 2 10 2 10 2

011 2 |01 1 - |01 1| |0 11

1 1 1 53_81 0 1 —1 BB,BZ 0 0 —2 _%BB 0 O 1

011 0 0 O 00 O 0 0O
B,-B,

Dapat dilihat bahwa banyaknya baris tak nol pada matriks eselon adalah
3 =m. Jadi {uy, Uy, Uz} bebas linear.
b) m = 3. Eliminasi Gauss untuk matriks [u,, Us, U,]:

0 2 1] 1111 7111
11 1%k 0 2 1] 48 |0 1 &
112 5 [112,,/00 1] >
11 0] t1of oo g
101 1]

1
0 14|
00 1
00 0

Banyaknya baris tak nol adalah 3 = m, jadi {uy, u,, us} bebas linear.
c) m = 4. Eliminasi Gauss untuk matriks [uy, Us, Uy, Us] :
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121 1 12 1 1 1211

0110/ 2101 1 0 - 0110
1(By+B,)

112 3|gg|0 -1 1 2| : 0011

010 -1 0 0 -1 -1]p,i(g+p,) |0 0 0 0

B,—B,

Banyaknya baris tak nol adalah 3 < m = 4. Jadi {uy, us, Us, Us} tak bebas
linear (bergantungan linear).

Untuk ruang vektor yang umum, dalil 2 ini masih berlaku, hanya vektor
di R" diganti dengan vektor koordinat terhadap basis baku di ruang vektor
itu. Vektor koordinat baru akan dibahas pada Modul 3. Oleh karena itu
penanganan kebebasan linear pada ruang vektor yang bukan R" kita lakukan
menggunakan definisi langsung seperti pada contoh berikut.

Contoh 5
a) Pandang ruang vektor real V = {f | f: R — R}. Periksa apakah S = {1,
€0s2X, sin2x} bebas linear atau tidak dalam V.

Penyelesaian :

Di V vektor 0-nya adalah fungsi yang nilainya nol di seluruh R. Jadi
untuk memeriksa kebebasan linear, kita perhatikan persamaan (s;1 + s,c0s2 +
s3sin2)(x) = 0, VX real, apakah mengakibatkan s; = s, = s3 = 0 atau tidak.
Karena (5,1 + $,€0S2 + S3 Sin2)(X) = 3+ S,€082X + S35inN2x = 0, Vx real, ambil
x =0 sehingga kita peroleh persamaan s;+ s, = 0. Untuk x = 772 menghasil-
kan persamaan s;— S, = 0, dan untuk x = 774 menghasilkan s; + s3 = 0.
Pengerjaan eliminasi Gauss pada matriks koefisien sistem persamaan
homogen ini adalah

110 > [1 10 - [t10

1 -1 0|g [0 20| 45 (010

1ot o] " oo
3722

Jelaslah sistem persamaan linear homogen untuk sy, Sy, S3 itu tak mempu-
nyai jawab tak trivial, jadi W bebas linear.
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b) Periksa apakah himpunan fungsi {f;, f,, f;, f4} bebas linear dalam ruang
fungsi V = {f | : R — R} apabila f;(x) = cos, f,(x) = cosx(sinx — cosx),
fy(X) = sin2x, fu(X) = sin’.

Penyelesaian:
Dengan rumus goniometri diperoleh f;(x) = % + %cos 2%, f(x) = %sin 2X —

2 — Lcos2x, fi(x) = 3 — Lcos2x. Kemudian tentukan sistem persamaan

untuk sy, Sy, S3, S4 yang diperoleh sebagai akibat dari berlakunya kesamaan
Sy f1(X) + 5, fo(X) + S3 f3(X) + s4f4(X) =0, VX real.
i) Caralangsung:
Kita masukkan nilai nilai x = 0, %, % ke dalam kesamaan s; fy(X) + s,
fo(X) + s3 f3(X) + s4f4(x) = 0 maka diperoleh,

untuk x = 0:
51(% + %)‘*52 (0—%— %)*’53(0)‘*54(% - %):51—52:0-
untuk x = %:

s(3+3.0)+5 (5. 1-5 -2 .0) +55(5) +5u(5 -5 .0)= 51+ 53+5,=0

untuk x = Z:

™|

(3 - 5)+2(3.0- 2 +2)+55(0) +55.5 + 3)=5,=0.
Andaikan s; =t maka s, = t, s3 = —t, 5, = 0. Jadi (S1, S, S3, S4) = (1, t, -t, 0)
Ambil t = 1 maka dapat diperiksa bahwa f; + f, — f; + 0f, = 0. Terdapat
kombinasi linear dari {f, f,, f3, f;} = 0 yang tak semua koefisiennya nol,
sehingga {f;, f,, f3, f4} tak bebas linear.

ii) Menggunakan kebebasan linear himpunan S (butir a):
sy f1(X) + 55 To(X) + 53 f3(X) + s4f4(x) = 0, berarti
s1(3 + 205 2% )+5y( 5 sin2x— % — 1 €08 2X )+55( 5 Sin2X)+54( 5 — L cos 2x )

= (%s—%sﬁ%s@.l + (%sl—%sz—%socost + (%32 +%s3)sin2x =0.

Karena S bebas linear haruslah
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1 1 1. -1 1 1. -1 1e =
551— 532"' 554— Esl— ESZ_ 554— ESz"' 553—0.

Sistem persamaan ini menghasilkan (g, Sy, Sz, S4) = (1, t, —t, 0). Ambil
t = 1, maka kita peroleh kesimpulan yang sama dengan yang didapat
pada cara i).

Dari definisi bebas linear dan tak bebas linear kita dapat menyimpulkan
sifat-sifat yang kita gabungkan dalam dalil berikut ini.

Dalil 3

a. Himpunan {0} tak bebas linear (0 = vektor nol pada ruang vektor
sebarang).

b. Himpunan yang terdiri dari satu vektor tak nol, adalah bebas linear.

¢. Himpunan berhingga vektor yang memuat vektor nol, S = {0, ug, u,, . . .,
un} tak bebas linear.

d. Himpunan dua vektor tak nol {a, b} tak bebas linear jika dan hanya jika
terdapat r = 0 sehingga a = rb.

e. Jika himpunan vektor S = {vy, v, . . ., Vi} tak bebas linear, himpunan
vektor P > S juga tak bebas linear.

f.  Jika himpunan vektor P = {uy, U,, . . ., Uy} bebas linear maka himpun-
an vektor tak kosong S — P juga bebas linear.

g. Himpunan n buah vektor P = { uy, U, . . ., U} di R" bebas linear, jika
dan hanya jika untuk matriks A = [P] (matriks yang kolom-kolomnya
adalah vektor-vektor ug, U,, ..., Uy), det (A) = 0.

Bukti:

a. Himpunan {0} tak bebas linear karena sO = 0 dapat dipenuhi oleh s = 0,
misalnya s = 1.

b. sa =0 dana = 0 berakibat s = 0 ( butir d Dalil 2 pada bagian 1 Modul
ini).

C. S0 + sUg + Soup + ... + syuy = 0 dapat berlaku untuk s = 1, s; =S
=...=s5=0.

d. i) Bilaterdapat r = 0 sehingga a = rb, atau 1a — rb = 0, jadi {a, b} tak

bebas linear.

ii) Jika {a, b} tak bebas linear maka terdapat s dan teR yang tidak
keduanya nol sehingga sa + tb = 0. Akan kita buktikan bahwa s = 0
dan t = 0. Yang jelas sekurangnya ada satu dari s dan t = O.
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Andaikan s = 0 maka haruslah t # 0. sa +tb =0a +th =tb = 0.
Karena t # 0 maka haruslah b = 0 (butir d Dalil 2 pada bagian 1
Modul 1 ini). Hal ini bertentangan dengan yang diketahui yaitu
b # 0. Pengandaian t = 0, s # 0 mengakibatkan a = 0. Maka haruslah
s# 0dant=0. Ambil r = —t/s maka a = rb.
Urutkan vektor-vektor di P sehingga P = {vy, Vo, . .., Vi, Vi1, « « + s Visphs
p bilangan cacah, k + p=m. S={ vy, v,, ..., v } tak bebas linear maka
terdapat bilangan real s;, i =1, 2, ..., k yang tak semuanya nol sehingga

k
ijlsjvj =0.Sekarang ambil s; = 0 untuk k <j <k + p = m maka

m k .
Zj:lsjvj = Zj:lsjvj +0.Vj g+ +0Vy ., = 0 +0=0. Jadi

zrjnzlsjvj =0,untuks;,j=1,2,...,k+p, yang tak semuanya nol. P

tak bebas linear terbukti.

Sekarang bila P bebas linear, harus dibuktikan S < P juga bebas linear.
Andaikan S tak bebas linear maka menurut butir €) yang baru saja
dibuktikan, P juga tak bebas linear yang bertentangan dengan yang
diketahui yaitu P bebas linear. Pengandaian bahwa S tak bebas linear
tidak benar. Jadi S bebas linear terbukti.

Dengan menggunakan sifat determinan untuk matriks bujur sangkar dan
dalil 2 dan sifat determinan.

Untuk lebih memahami dalil di atas, pelajarilah contoh berikut.

Contoh 6
Periksa apakah himpunan vektor berikut bebas linear atau tidak

a)
b)

c)

d)

{},f{(x)=0VvxeR
{g}, g(x) = cosx V xe R

L)

-11T1 172
2 ||-2 2
ol i
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e) {sin2x, sinxcosx}, {sinx,1+ sinx}.
{1+sinx, sinx, sinxcosx, sin2x, cos2x}

f) {1, xx}
1 2 0 1

g) S=<:01,|-1|,|21;, T=<|-2]]2]]|1
211014 3

Penyelesaian:

a) fadalah vektor O dalam ruang fungsi V = {f | : R — R}, jadi menurut
butir a) dalil 3 {f} tak bebas linear .

b) g adalah vektor tak nol dalam ruang fungsi V = {f | : R —> R}, jadi
menurut butir b) dalil 3 {f} bebas linear.

11]0](1
¢) Himpunan vektor {{ J{O}L}} memuat vektor nol, jadi menurut butir

c) dalil 3 himpunan vektor ini tak bebas linear

~1] 1 -1 1
2 -2 2 1-2
d) =-1 , jadi menurut butir d) dalil 3 : tak bebas
-1 1 -1 1
| 2 | -2 2|12
linear.
1 2 1] 2
1 2 . . 1 2 .
#k , menurut butir d) dalil 3 , bebas linear.
0 1 0 1
| -2 ] 4 -2||-4
e) sin2x = 2sinxcosx, VxeR, menurut butir d) dalil 3 {sin2x, sinxcosx} tak
bebas linear.

sinx = k(1+ sinx), VxeR tidak benar, misalnya untuk x = 0 hal ini berarti
0 = 1 yang tak mungkin dapat dipenuhi. Jadi menurut butir d) dalil 3
{sinx, 1 + sinx} bebas linear.
Dari butir d) sudah kita peroleh bahwa S = {sin2x, sinxcosx}tak bebas
linear dan himpunan P = {1 + sinx, sinx, sinxcosx, sin2x, cos2x} o S jadi
menurut butir e) dalil 3 himpunan P tak bebas linear.

f) Akan dibuktikan dahulu P = {1, x, x*, X’} bebas linear. Untuk itu kita
periksa persamaan Ssol + Six + X2 + sx° = 0, VxeR. Dengan
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memasukkan nilai-nilai x = 0, 1, -1, dan 2 kita peroleh persamaan untuk
So, S1, S, dan sz sebagai berikut untuk:

x=0:5g =0

X=1:Sg+ S+ S+5=0

X=-1:5g— 8 +S—-5 =0

X=2:Sy+25 +4s,+8s; = 0
Kita lakukan eliminasi Gauss pada matriks koefisien sistem persamaan
ini:

%

10 0 0 100 0 1000

1 1 1 1(BB|0 1 1 1| = |01 11

1 -11 -1 |0 -1 1 -1| g, |0 0 2 0

124884781024884_2820026
1000 1000

10111 0111

1g, |00 1 0/ >|0 0 1 0Of
0006/, /0001

B,—B3 604

Pada matriks eselon untuk matriks koefisien ini banyaknya baris tak nol
= banyaknya kolom, jadi sistem persamaan homogen ini tak mempunyai
jawab tak trivial, satu-satunya jawab adalah jawab trivial s =s; = s, =
s; = 0 dan demikian P bebas linear. Karena S = {1, x, X’} = P maka
menurut butir f) dalil 3, S juga bebas linear.

1 2 0
11 |2 0
det(S) =10 -1 1|=1. +2 =—4+4=0,
0 4 |11
2 0 4

jadi S tak bebas linear (bergantungan linear).
1 20 1 20

det(T)=|-2 2 1| ={0 6 1 :‘
3 10 |0 50

6

1
O‘ =50, jadi T bebas

linear.



® MATA4113/MODUL 1 1.37

é\\%‘_}: LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

1) Periksa apakah vektor u, v, w berikut kombinasi linear dari S bila

1 -1 0 1 1)1
-1 1 1 211-1]10
a) us= , b) v= ,C)w=| |, S= ; .
-1 1 1 =111 2110
1 1 0 1 11

2) a) Jikaui:=x ui(x), i=1,2,3, ui(X) = -1 + 2x + x4, uy(x) = X°,
Us(X) = X + X%+ X5,
V=X Vv(x), bilav(x) = i).2+ X%+, ii).1—x +x,
periksa apakah v kombinasi linear dari S = {uy,u,,us}.
b) Kerjakan seperti pada butir a. bila ug(x) = 1, uy(x) = cosx, Uy(x) =
€0s2X, U3(X) =sin2x, S = { ug,uy,U,,Us}, dan v(x) seperti berikut:
i) cosx + 2c0sx(Cosx — sinx), ii) sinx + 2sinx(sinx — cosx)
3) a) Tunjukkan bahwa himpunan vektor
X
X
W= x2 X, —X »=0, X, + X —X, =0} merupakan ruang bagian
3
X4

dari R* dan periksa apakah himpunan vektor berikut membangun W:

1] 1] 117071
1)1 1/|0/|1

i) P= , , ii)S= A ,
ol'l-1 ol'l1]'|-1
11]]0] 1/1/1(]0
(17170

. 1/]1/]0

i) T = Ao
ol'l1l'|1
1] [1]]1

b) Tunjukkan bahwa W = {u | u: R—>R, u(x) = 2sinx (rcosx + ssinx),
r, seR} merupakan ruang vektor real dan periksa apakah himpunan
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fungsi berikut himpunan pembangun dari W: i) {1, cos2x, sin2x},
i) {1 — cos2x, sin2x}.
Periksa apakah himpunan vektor berikut bebas linear atau tidak:

1][1]]1 1] [1][-1][1
11102 1/|0]11||2

a) i) g , 1) Aol ol ,
-1{11(]-3 (1|01
1]]-1]|3 0/|0]|1]]2

by diP, i) {1+x41-x x+x%}
i) {1-x,x—x%1+x—2x3,

¢) diPT, : i) {cos’, cosx (sinx— cosx), sin2x, 1 + cos2x},
ii) {sinx (sinx — cosx), cos2x, cosx, 1},

Petunjuk Jawaban Latihan

1)

2)

Lakukan eliminasi Gauss untuk memeriksa ada atau tidaknya jawab
sistem persamaan linear Ax = b untuk A = [S] = matriks yang kolom-
kolomnya adalah unsur-unsur dari S, dan untuk b diisikan masing-
masing vektor u, v, dan w.

Jawab: a) vya,

b) tidak, mengurangi baris keempat dengan baris pertama
matriks lengkap menghasilkan baris yang menyimpulkan
0=1.

c) va

a) i) Tidak, ii) Ya.
b) i) Yakarena:
COSX + 2c0sx(cosx — sinx) = cosx + 1 + c0s2X — Sin2x
=1.1 + 1.cosx +1.cos2x — 1.sin2x,
berlaku untuk tiap x real.
ii) Tidak, karena dalam mencari a, b, ¢, d yang memenuhi
sinx + 2sinx(sinx — cosx) = sinx + 1 — cos2x — sin2x = 1 + b.cosx
+ €.cos2x + d.sin2x, VX € R kita terbentur karena memasukkan
nilai x = 7/ danx =74 memberikan kontradiksi, jadi sinx +

2sinx(sinx — cosx) bukan kombinasi linear dari S.
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3) a) Ambil
Xy Y1
XEW,yEW,X= X2 |y= y2 1 Xi_xz:o, X2+X3_X4:0
X3 Y3 yl—y2=0, y2+y3_y4:0
X, Y4

b)

IS
~—

<5
=

b)
c)

W

Merupakan ruang bagian karenau = sx e W, dan v=x+y e W.
Matriks lengkap dari sistem persamaan yang dipenuhi oleh W:

1 -10 0 O . 1
menghasilkan W = <'s +t
01 1 -10 1

0 1

(i) membangun, (i) membangun, (iii) tak membangun.

u(x) = rsin2x + s(1-cos2x). Tunjukkan sifat tertutup terhadap
perkalian skalar dan penjumlahan.

i) bukan himpunan pembangun, ii) himpunan pembangun.

i) tak bebas linear, ii) bebas linear.

i) bebas linear, ii) tak bebas linear.

i) tak bebas linear, ii) bebas linear

RANGKUMAN

Kegiatan belajar ini menyangkut kombinasi linear, himpunan
pembangun dan kebebasan linear.
e Vektor veV disebut kombinasi linear dari himpunan vektor {u, u,,

., Uyn} pada V, apabila terdapat bilangan real s;, Sy, ..., Sn Sehingga

m
v=ZSi uj .
i=1

e Jika V ruang vektor dan S = {uy, u,, ..., Uy} V, maka:
a) Himpunan W dari semua kombinasi linear {u;, U,, ... , Uy}

adalah ruang bagian dari V.

b) W ruang bagian terkecil yang memuat S. (Dalil 1).
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e Jika V ruang vektor, S = {uy, U, ... , Un} <V, ruang vektor W yang
merupakan himpunan semua kombinasi linear dari S disebut ruang
vektor yang dibangun oleh atau bentang linear dari S, biasa
dituliskan dengan notasi W = span(S), dan S disebut himpunan
pembangun (pembentang) ruang vektor W.

o Jika S ={vy, vy, ..., Vu} membangun ruang vektor V dan untuk tiap
k=1,2,...,m, vgadalah kombinasi linear dari T = {wy, Wy, ..., W,}
maka T juga membangun V. (Dalil 2)

e a) Himpunan vektor {u;, U,, ... , Uy} dikatakan bebas linear

m
apabila Zsk Uy = 0 hanya dipenuhi oleh s; =s,= ... =5,=0.
k=1
b) Himpunan vektor {us, u,, ... , u,} dikatakan tak bebas linear
(bergantungan linear) jika tidak bebas linear, yakni terdapat s;,
m
Sy, ..., Sy yang tak semuanya nol yang memenuhi ZSk u,=0.
k=1
e a) Himpunan {0} tak bebas linear. (0 = vektor nol pada ruang
vektor sebarang)
b) Himpunan yang terdiri dari satu vektor tak nol, adalah bebas

linear.
¢) Himpunan berhingga vektor yang memuat vektor nol, S = {0,
Uy, Uy, ..., Uy} tak bebas linear.

d) Himpunan dua vektor tak nol {a, b} tak bebas linear jika dan
hanya jika terdapat r = 0 sehinggaa = rb

e) Jika himpunan vektor S = { vy, Vv, . . ., Vi } tak bebas linear,
himpunan vektor P > S juga tak bebas linear.
f) Jika himpunan vektor P = { ug, Uy, . . ., Uy, }bebas linear maka

himpunan vektor tak kosong S — P juga bebas linear. (Dalil 3)

g) Jika S himpunan n vektor di R", dan [S] adalah matriks yang
kolom kolomnya adalah vektor di S maka S bebas linear jika
dan hanya jika det ([S]) = 0.
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g TES FORMATIF 2

Jawablah pertanyaan berikut ini!

1) Hubungan apakah yang harus dipenuhi oleh a, b, ¢, dan d supaya vektor

a 1171
b -1/|0||-1
a= kombinasi linear dari o
c 21101
d 11(12]]1

2) Tunjukkan bahwa V = { x| x € R, ¥ + X, =0, X3 = 2x, } ruang vektor
real dan tentukan himpunan pembangunnya yang bebas linear!

3) V={u|u:R > R, ux)=a-+(@ —ay)x—(a +ay)x*+2ayx°,
dy €R, 8 e R} adalah ruang vektor real (buktikan) dan tentukan pula

himpunan pembangunnya yang bebas linear.

4) Periksa bebas linear atau tidaknya himpunan vektor berikut:
a) {1, cos’, sin’, cos2x},
b) {1, cosx, cos2x, sin2x}

5) Tentukan persyaratan untuk p supaya

1 p 1 3

1 3

) P , P , bebas linear.
2 p p-1|13
2| p+1 0 4

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2.

Jumlah Jawaban yang Benar
Jumlah Soal

Tingkat penguasaan = x100%

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = baik
70 - 79% = cukup
<70% = kurang
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Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 3. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 3

Basis dan Dimensi

A. BASIS

Barangkali Anda pernah mendengar bahwa garis berdimensi satu, bidang
berdimensi dua, dan ruang di sekitar kita berdimensi 3. Pada bagian ini
pengertian itu akan kita nyatakan secara akurat. Pengertian dimensi ini sangat
berkaitan dengan pengertian basis yang akan kita bahas pada kesempatan ini.

Kita sudah mengenal himpunan pembangun dari suatu ruang vektor,
seperti contoh 3a) bagian 2 Modul 1 ini telah menyimpulkan bahwa di R®,
ruang vektor U yang dibangun oleh:

) -1/ 0
S=4121,]0 juga dibangun oleh himpunan vektor P =<| 2 |,| 4
111 01]]|-1
1 1 0
danT=<|2|,|-2||-4
=110 1

P, S, dan T masing-masing adalah himpunan pembangun ruang vektor U. P
dan T bebas linear karena P dan T terdiri dari 2 vektor, dan vektor yang satu
bukan kelipatan dari vektor yang lainnya. (Dalil 3 bagian 2 modul ini). T tak
bebas linear.

Himpunan pembangun yang bebas linear ini selanjutnya disebut basis,
sangat penting dalam pembahasan kita selanjutnya. Pengertian basis ini kita
rumuskan secara tepat dengan definisi berikut:

Definisi 1
B = {uy, u,, ..., u} c ruang vektor U disebut basis untuk U bila B bebas
linear dan membangun U.
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Contoh 1
11][-2
a) Ruang vektor yang dibangun oleh S=<| 2 |,| 0 |, juga dibangun oleh
1)1
-1][0 1171][0]
P=4q121, 4 danT=+|2|,]-2],|-4
0||-1 -11]0 1]

S dan P basis untuk U, karena di samping membangun U, juga bebas
linear. T bukan basis karena tak bebas linear (tunjukkan bahwa T tak
bebas linear).

b) DiR", By ={e;€,,--,€,} dengane; = (1,0, ..,0),e,=(0, 1, ..., 0),
..,e = (0,0,. .,1), membangun R" dan bebas linear (Tunjukkanlah
sendiri). Jadi By basis dari R", disebut basis baku untuk R".

Persyaratan untuk bebas linearnya himpunan vektor S = {uy, Uy, . .., U}
adalah sistem persamaan [S]x = 0 punya jawab trivial, yang ekivalen dengan
sistem persamaan [S]X = u punya jawab tunggal untuk tiap u € U.

Dengan demikian dalil berikut dapat kita tuliskan.

Dalil 1
B = {uy, Uy, ..., uy} basis dari ruang vektor U, jika dan hanya jika sistem
persamaan linear [B] x = u punya tepat satu jawab untuk tiap u e U.

Dalil ini juga menyimpulkan bahwa tiap vektor u € U dapat dinyatakan

secara tunggal sebagai kombinasi linear dari basis. Untuk ruang vektor U
-2

pada butir a) contoh 1 vektor | 0 | sebagai kombinasi linear dari P didapat
1

-1 0 -2
S
dengan menyelesaikan sistem persamaan | 2 4 { }: 0 |, eliminasi
0 -1 1
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10 2
Gauss pada matriks lengkapnya menghasilkan |0 1 -1| dengan tepat satu
00 O
jawabs=2, t=-1.
-2 -1 0
Sehingga | 0 |=2| 2 | -1| 4
1 0 -1

r -2
Sebagai kombinasi linear dari T kita selesaikan sistem [T] s] =10 |,
1
1
0

1 0 -2
eliminasi Gauss pada matriks lengkapnya menghasilkan |0 1 -1
0 0 0
r -1-t
sehingga | s| = | -1+t .
t t
-2 1 1 0
Vektor | 0 | =(t-1)| 2 [-(Q+t)|-2|+t|-4].
1 -1 0 1

-2
0 | dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari T dalam banyak cara.
1

Khususnya untuk:

-2 1 1 0
t=0,[ 0 |=-1.] 2| -1 [-2|+0.|-4],

1 -1 0 1

) 1 1 0

t=1,10|=0.|2|-2.|-2|+1|-4]|.
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Untuk himpunan pembangun S yang bukan basis, penulisan vektor u
sebagai kombinasi linear dari S tidak tunggal, sedangkan penulisan sebagai
kombinasi linear dari basis hanya dapat dilakukan dengan satu cara saja.

Contoh 2

a) Polinom berpangkat n adalah kombinasi linear dari B, ={1, x, X%, ..., X"},
pn(X) = @t ax + ax + ... + ax", a, # 0. By bebas linear ditunjukkan
dengan ao + a;x + ax’+ ... +ax"=0, V xeR, berakibat a, = a; = a,
=...=a,=0.

n
b) Begitu pula t,(X) = ap + Z[ak coskx+by, sinkx], disebut polinom

k=1
trigonometri berpangkat n bila sekurangnya satu dari a, atau b, = 0.
Begitu pula karena B = {1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ... , cosnx, sinnx}

bebas linear, B adalah basis dari PT, = himpunan polinom trigonometri
berpangkat kurang atau sama dengan n.

1 0/|0 1{|/0 O0||O0 O
c) B = , , , adalah basis dari My, =
0 0|0 O||1 O0]|0 1

himpunan matriks real berukuran 2x 2 .

Pada butir ii) Contoh 6 bagian 1 modul ini sudah dibahas bahwa
himpunan solusi sistem persamaan linear homogen membentuk ruang vektor.
Dengan eliminasi Gauss kita dapat langsung memperoleh solusi dan basis
ruang solusi seperti pada contoh berikut.

Contoh 3
Tentukan basis ruang solusi sistem persamaan:
Xy = X2 =0,

X3+X4*X5=O.

Penyelesaian :
Ada 2 persamaan untuk 5 bilangan yang harus dicari, 3 komponen dapat
dibuat bebas, ambil x, =r, X3 =5, X, =tmakax;=r, xs =s + 1.
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Xy r 1 0 0
Xo r 1 0 0
Maka solusi = | X3 |=| s |[=r|0|+s|1|+t|0|,dan basis ruang solusi:
X4 t 0 0 1
| X | |s+t] O] [1] [1]
[1]]0] 0] 1] [o] [o] [o]
1(10(]|0 1 0 0 0
B=1</0|,/1],/0]|; karenar|{0|+s|1|+t/0O|=|0],
0|01 0 0 1 0
10]|1)[1] o] 1] [1] |O]

berakibat r=s=t=0.

Pada contoh di atas matriks koefisien sudah berbentuk eselon tereduksi.
Untuk soal yang lebih umum kita harus melakukan eliminasi Gauss lebih
dahulu untuk mendapatkan matriks eselon tereduksi.

B. DIMENSI

Sebelum membahas dimensi ruang vektor, akan kita ajukan dahulu
pengertian ruang vektor berdimensi berhingga.

Definisi 2

(i) Ruang vektor real V disebut berdimensi berhingga bila V ruang nol atau
bila basis untuk V mempunyai berhingga banyaknya unsur.

(if) Ruang vektor real V disebut berdimensi tak berhingga bila V tidak
berdimensi berhingga: V memuat vektor tak nol dan setiap himpunan
berhingga vektor di V bukan merupakan basis untuk V.

Contoh ruang vektor yang berdimensi berhingga:
Contoh 4

Tabel berikut memperlihatkan basis baku untuk beberapa ruang vektor
beserta banyaknya unsur basis baku itu.
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Ruang Basis Baku Banyaknya

Unsur

R" {e.e, e} n

P, {1, x, %% ..., X} n+1

PT, {1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, . . ., COSNX, 2n+1

sinnx}
1 0({0 1|{0 O||0 O
oo | fodloalliallsah |

Menjadi pertanyaan apakah banyaknya unsur pada basis suatu ruang
vektor sama (jadi sama dengan banyaknya unsur basis baku). Untuk
membahas hal ini kita memerlukan beberapa dalil berikut.

Dalil 2
Jika B = {uy, Uy, . .., Uy} basis ruang vektor V, P = {wy, Wy, ..., Wy} <V,
dan m > n maka P tak bebas linear.

Bukti:

Ambil P = {wy, wy, . .., Wy} V, dan m > n. Akan dibuktikan bahwa P tak
bebas linear. Karena P basis, wy, k = 1, 2 ..., m, dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linear dari P. Jadi kita dapat menuliskan:

m
Wy = Zalkul ,k:1,2,...,m.

i=1
m
P tak bebas linear berarti ZS]—WJ- = 0 mempunyai solusi tak trivial.
j=1
m m n n | m n m
ZSJ-WJ- = D05 > au = D> ays; U= Yty =0, = Zaijsj ,
j=1 =1  i=1 i=1| j=1 i=1 =L
i=1,2,...,n

n
Karena B basis, Z:tiui =0 mengakibatkan t;=0,i=1,2,...,n, atau
i=1
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m
Zaijsj =0, j=1,2, .., m,yakni sistem n persamaan dengan m bilangan
j=1

yang dicari:
813S; + @58, + S+ + Ay S, =0
8y, +8y,S, +AysSq + -+ 8y, S, =0
S, +a,,S, +a,3S3 + - +a,,S, =0

Karena m > n, sistem persamaan ini mempunyai solusi tak trivial. Dengan

m

demikian Zsjwj = 0 memberikan s; yang tak semuanya nol , P tak bebas
j=1

linear terbukti.

Sebagai kontraposisi dalil 2 ini dapat dituliskan

Jika B = {uy, uy, . . ., Uy} basis ruang vektor V, P ={wy, W, ..., Wytc V
dan P bebas linear maka m <n.
Sekarang ambil basis By = {vy, V5, . . ., v}, dan B, ={wy, Wy, ..., w.}

dari ruang vektor V.

Dari hasil di atas, B; bebas linear, B, basis berakibat K < L, dan bila B;
basis, B, bebas linear, L < K. Oleh karena itu L = K. Dengan demikian dalil
berikut terbukti.

Dalil 3
Jika B; dan B, dua basis untuk ruang vektor V yang berdimensi berhingga,
banyaknya vektor dalam B; = banyaknya vektor dalam B,.

Dengan demikian untuk suatu ruang vektor, untuk basis yang mana pun
banyaknya unsur sama. Pada contoh 4 telah didaftarkan banyaknya unsur
pada basis baku beberapa ruang vektor, dengan demikian daftar ini juga
menyatakan banyaknya unsur pada basis sebarang ruang vektor itu. Oleh
karena itu banyaknya unsur dalam basis suatu ruang vektor berdimensi
berhingga dapat mencirikan ruang vektor itu, dan sesungguhnya adalah
dimensi ruang vektor itu.

Hal ini dikukuhkan dalam definisi berikut.
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Definisi 3
Dimensi ruang vektor berdimensi berhingga V adalah banyaknya vektor
dalam basis untuk V.

Dari tabel pada contoh 4 sudah kita peroleh:
Ruang R" Pa PT, My
Dimensi n n+1 2n+l 4
Pada ruang nol, tak ada himpunan bagian yang bebas linear karena itu
basisnya adalah himpunan kosong, dan dimensinya = 0.

Contoh 5
Tentukan basis dan dimensi dari ruang solusi sistem persamaan linear
homogen:

X +2% =% =0
2% +3%, + X3 —X, =0

Penyelesaian:

Eliminasi Gauss-Jordan untuk matriks lengkap:
12 -1 0 0] - [1 2 -1 0 0]—
{2 3 1 1 OLZ—ZBl 0 -1 3 -1 O}

12 -10 0|21 05 -20
01 310 — (01 -3 10

-1B,

Diperoleh solusi:

Xo = 3%, — X X _
2 37 M | 72| = X3 3 X, 1
X3 = 3 X3 1 O
X4 = X4 X4 1
-5 2

3
Jadi P = 1o membangun ruang solusi.
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-1
Karena 1 #k. maka P bebas linear.

5|2
3|1

Jadi basis ruang solusi adalah P = Lol

0 1

Dimensi ruang solusi, yakni banyaknya unsur basis ialah 2.

Untuk menunjukkan bahwa himpunan vektor {u;, u,, . . . , Un}
merupakan basis untuk ruang vektor V, kita harus membuktikan bahwa
himpunan vektor itu bebas linear dan membentang V. Akan tetapi bila
diketahui bahwa V berdimensi n, B = {us, Uy . . . , U} mempunyai
banyaknya unsur yang tepat untuk basis. Pada situasi seperti ini, ternyata
yang harus diperiksa hanya salah satu saja: kebebasan linear atau
membentang V. Persyaratan lainnya akan berlaku secara “otomatis”. Hal ini
dirumuskan pada butir (i) dan (ii) dalil berikut. Butir (iii) dalil ini
menyatakan bahwa himpunan vektor yang bebas linear merupakan bagian
dari suatu basis untuk ruang vektor yang memuatnya.

Dalil 4

(i) Jika B = {ug, U, ..., Uy} himpunan n buah vektor yang bebas linear
dalam ruang vektor V yang berdimensi n maka B membangun V.

(if) Jika B = {uy, uy, . .., up,} himpunan n buah vektor yang membentang
ruang vektor V yang berdimensi n maka B bebas linear.

(iii) Jika B = {uy, Uy, . . ., u} himpunan n buah vektor yang bebas linear

dalam ruang vektor V yang berdimensi n, dan k < n, B dapat diperluas
menjadi suatu basis untuk V. (Supaya menjadi basis, dapat ditambahkan
ke dalam B beberapa vektor di V).

Bukti:

(i) Karena B — V maka V memuat semua kombinasi linear dari B.
Pandang himpunan vektor S = {v, uy, U,, . . ., u,}. Menurut dalil 2
himpunan ini tak bebas linear, jadi terdapat S, S1, So, - - ., Sy yang tak

semuanya nol sehingga Sgv + S; Ug + S, Uy + ... + S, U, =0.5 #0
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(i)

(iii)
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karena kalau sy =0, s; Uy + S, Uy + ... + 5, U, =0 pula, dan karena {u;,
Uy, . .., U} bebas linear, s; = s, = ... =s,=0. Ini bertentangan dengan
dalil 2. Jadi haruslah sy #0.

L Si .
Dengan demikian untuk v eV, terdapat t; = ——~, i=1,2, ..., n

So

n

sehingga v = Ztiui . Jadi B membangun V terbuki.
i=1

Pandang P = {w, W,, ..., Wy} V suatu basis untuk V.

n
B membangun V, maka w;= Zsjiuj ,
j=1

n n
Untuk v € V berlaku v = Zriwi = ijuj .
i=1 j=1

Maka:
n n n n n n

V= DW= D RD iUy = X > s Uy jadi k= D s,
i=1 i=L  j=1 j=L\i=1 i=1

j=1,2,...,n.

n n

ijuj =0 @Zl’iwi =0=>r=0,vVi=12...,nkarenaP

j=1 i=1

bebas linear.

n
Maka kj = Zsjio =0 . Jadi B bebas linear terbukti.
i=1
V berdimensi n, B ={uy, u,, . . ., udengan k < n bukan basis maka

k

terdapat w € V dengan w # Ztiui (*). {ug, uy, . .., U, W} bebas
i=1

linear karenas;u; + Siu, + ... + SU + Sea W = 0 dan S#20
Kk, o

mengakibatkan w = —Z—'ui , bertentangan dengan (*). Jadi
S
i=1 2k+1

haruslah s,;; = 0 maka s;u; + SqUy +. . . + su = 0.

Karena B bebas linear, s; = s, = ... = 5= 0. Maka{uy, uy, . .., Uy, W}

bebas linear (terbukti)
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Kalau k + 1 = n Kkerja kita selesai. Bila k + 1< n proses kita teruskan
sampai k + 1 =n.

Contoh 6
1] |0} |1 1
1] |1] |1 2
(i) Tunjukkan bahwa himpunan vektor B = , , ,
o |1 (2] |-1
1] 1] |0 0

merupakan basis untuk R*.

Dengan butir (i) dalil 4 kita hanya perlu menunjukkan bahwa B bebas
linear. Menurut butir g) dalil 3 pada bagian 2 modul ini cukup dengan
menunjukkan bahwa det  ([B]) #0.

101 1
L 11 o 01 1] 11 1
der(B)) = o [=Lft 1 2[+f 1 2
12 - o2 -1
110 0
01 1] 11 1
=0 -1 3[/+0 0 1
1 2 -1 o2 -
11 o 1
= _ + = 4 -2=6%0
13 |2 -1

Menurut butir g) dalil 3 pada bagian 2 modul ini B bebas linear, butir (i)
dalil 4 bagian 3 ini B basis.
Cara lain: Dapat dengan mengerjakan eliminasi Gauss pada matriks [B].

Contoh 7
(ii) Perlihatkan bahwa B = {1 + X, x + X%, —2x*} merupakan basis untuk P.

Penyelesaian:
Dimensi P, = 2 + 1 = 3. Kita periksa kebebasan linear B:
Si(1 + X) + Sp(x + X°) + 53(=2%%) = 0, VxeR, atau
Sp.l + (S1+ S) X + (S,— 253)x° = 0, VxeR,
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Karena {1, x, x2} bebas linear maka s; =0, s; + s, =0, dan s,— 2 s3 = 0, yang
mengakibatkan s; = s, =53 = 0. Jadi B bebas linear menurut butir (i) dalil 4.

C. MENCARI BASIS UNTUK RUANG YANG DIBANGUN OLEH
SUATU HIMPUNAN VEKTOR YANG TAK BEBAS LINEAR
PADA RN

Ruang vektor V dibangun oleh himpunan vektor S ={ uy, u,, ..., Uy}
jika dan hanya jika:

m
() D tugeVbilateR, j=1,2...,m
k=1

m
(if) Jikav eV terdapattje R, j=1,2,..., msehinggav = Ztkuk .
k=1
Himpunan vektor berikut
B, = himpunan vektor S dengan dua vektor u, dan ug bertukar tempat,
Bo={up uy ..., rup, ... .Uk, 1<p < mr eR, 1 #0,
Bs={uy, Uy, ..., Uptug, .. .,Up}, 1 <p, g< m(pada S: u, diganti dengan
Ug).juga membangun ruang vektor S.

Pembuktiannya :
Untuk B; cobalah Anda lakukan sendiri.

Untuk B,:
p-1 m
(i) Kombinasi linear dari B, :Ztkuk+ t, ru, + z t, U, adalah
k=1 k=p+1
kombinasi linear dari S dengan koefisien ty, . . ., tpq, ty 1, theq, . . o, ty

semuanya real. Jadi kombinasi linear itu V.

m
(i) v eV, terdapats; e R, j=1,2,..., msehinggav = Zskuk , yang juga
k=1
merupakan kombinasi linear dari B, dengan koefisien untuk vektor yang
ke p nya adalah s,/r karena spu, = (Sp/T) rup.
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Untuk Bs:
p-1 m
(i) Kombinasi linear dari Bs: ) tyUy +1t (Up+Ug) + > teuy adalah
k=1 k=p+1
kombinasi linear dari S dengan koefisien t;, . . ., toq, tp, G+t . . o, ty
semuanya real. Jadi kombinasi linear itu V.

m
(ii) v eV, terdapat s; € R, j=1,2, ..., msehingga v = ZSkuk,
k=1
merupakan kombinasi linear dari B; dengan koefisien yang ke-q adalah
Sq— Sp, dan koefisien ke p nya adalah s;.

Sebelum ini kita sudah memakai matriks yang kolom kolomnya vektor-

vektor dalam S = {uy, u,, . . ., Uy}, yang kita beri notasi [S] = [ uy, Uy, . .
oUnl].
Sekarang pandang matriks yang baris barisnya adalah vektor-vektor
dalam S.

Up U -+ U

u u cee u
Namai matriks itu U maka U = ?1 22 ?n

Up Upz o Umpp
Ruang yang dibangun oleh baris dari matriks U disebut ruang baris dari
matriks U.

Sekarang akan kita tinjau arti pengubahan himpunan vektor S menjadi B,, B,
dan B; pada matriks U.

Pengubahan S menjadi B; berarti mengerjakan operasi baris elementer:
mempertukarkan baris ke p dengan baris ke g.

Pengubahan S menjadi B, berarti mengalikan baris ke p dengan r yang # 0.
Pengubahan S menjadi B; berarti menambahkan baris ke q pada baris ke g.
Dengan kombinasi pengubahan seperti itu pada S himpunan vektor yang baru
tetap membangun V.

Dengan kombinasi operasi baris elementer yang tepat yaitu eliminasi Gauss
atau Gauss—Jordan, matriks U menjadi matriks eselon atau matriks eselon
tereduksi. Himpunan baris tak nol dari matriks eselon itu berkaitan dengan
himpunan vektor yang bebas linear yang menjadi basis untuk V.
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Dengan demikian kita dapat mencari basis dari ruang yang dibangun oleh
himpunan vektor yang tak bebas linear.

Contoh 8
Cari basis dan dimensi ruang yang dibangun oleh:

17727707 0T7]
2(lof|]1]||3

S= J 1L 2], -1
1)|-1)|-1(|-2
0 1(]-1

Penyelesaian :
Kita lakukan eliminasi Gauss pada matriks yang baris-barisnya adalah
vektor dalam S sebagai berikut.

1 2 0 1 1 2 0 1 0

2 0 1 -1 B2B g 4 1 3 0] —
01 2 -1 0 1 2 -1 1 |B®B
0 3 -1 -2 g3 0 0 -7 1 —4

1 -2 0 1 1 -2 0 1 0
01 2 -1 01 2 -1 1|~
0 4 1 3 Bo4s, |0 0 -7 1 —4| %7
0 0 -7 1 0 0 -7 1 -4|B-B
(1 -2 0 1 0

01 2 -1 1

0 0 1 -1/7 4/7

0 0 0 0 0

Setiap vektor v € V merupakan kombinasi linear dari vektor (1, -2, 0, 1, 0),
0,1,2,-1,1),dan (0, 0, 1, -1/7, 4/7).

Ketiga vektor ini bebas linear (tunjukkanlah!)

Jadi {(1, -2,0,1,0),(0,1,2, -1, 1),dan (0, 0, 1, -1/7, 4/7)} adalah suatu
basis untuk V. Juga S = {(1,-2,0,1,0), (0,1, 2,-1,1),dan (0, 0, 7, -1, 4)}
merupakan basis untuk V. (Jelaskan sebab-sebabnyal)
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Dimensi V, yaitu banyaknya unsur dalam basis, yaitu 3.
Terlihat bahwa vektor-vektor dalam basis tak semuanya merupakan vektor
dalam himpunan pembangun ruang vektor itu.

Sekarang akan kita bahas suatu cara memperoleh basis yang merupakan
himpunan bagian dari himpunan pembangun. Dengan cara ini basis suatu
ruang vektor yang dibangun oleh suatu himpunan vektor yang tak bebas
linear diperoleh dengan membuang semua vektor yang merupakan kombinasi
linear dari vektor-vektor yang lainnya sehingga vektor-vektor yang tinggal
juga membangun ruang vektor itu.

Contoh 9
1 1 2 1
. 0 21(-21]| 8
Tunjukkan bahwa W = {w, W,, W3, W4} = 211l 5 I g tak

1 0 3|3

bebas linear dan tentukan himpunan bagian dari W yang merupakan basis
untuk ruang yang dibangun oleh W. Tentukan pula dimensi ruang itu.

Penyelesaian:
Dicari hubungan ketergantungan vektor-vektor dalam W: cari sy, S, S3, S4
yang memenuhi:
S{Wq + SpW, + Sawi + S,w, = 0, atau [W]s = 0.
Kita lakukan eliminasi Gauss pada matriks koefisien sistem persamaan

ini:
(11 2 1] 2> [1 0 3 -3
0 2 -2 8|8B/2 (01 -1 4 -
-2 -1 5 -8|ps2g |0 1 9 -6|(8;-8,)/10
(1 0 3 3fp .5 (11 2 1]g.p5,
10 3 3% 100 0
0 1 -1 4|B+B |0 1 0 3
00 1 -1 ., |00 1 1
00 0 O 0 00 O

Kita peroleh solusi,
$1= 0, S, =384, S3 =S4, S4 = S4.
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S1Wy + SoWop + S3W3 + S4W4 = —354W, + SgW3 + S4Wy

= 54(—3w, + Wz + wy) = 0.
Dengan demikian {w,, ws, w,} tak bebas linear, jadi juga {wy, W,, W3, W4}
Satu di antara w,, w,, dan w, dapat dibuang. Jika yang dibuang w,, akan
ditunjukkan bahwa {w., w3, w, } bebas linear sebagai berikut.
S1Wj + SoW, + SWs + S,w, = 0 mengakibatkan s; =0, S, = =354, S3 =S4, S4 =S4
s;wp + 0.w, + ssws + s,w, = 0 mengakibatkan s;= 0 dan s, = 0, s, = —3s4
mengakibatkan s, =0, dan s; = s, mengakibatkan s; = 0.

Jadi s;w; + s3ws + s,w, = 0 mengakibatkan s;= s3 =54, = 0. { Wy, W3, W4}
bebas linear terbukti, jadi merupakan basis dari ruang vektor yang dibangun
oleh W, dimensi ruang itu adalah 3.

Pada umumnya jika salah satu dari w,, ws, dan w, dibuang dari W maka
vektor yang lainnya membentuk basis dari ruang yang dibangun oleh W.

&% LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

1) Periksa apakah himpunan vektor berikut merupakan basis dari R*:

11/0]]2 1 110 2 0
0|1 |-1}| 2 1111]|-1]|1
a) doll Al b) Ao bl A
11(12]|0 5 0||-1(|0 2
-1/(1|{0]|-2 2110 11(-1

2) Yang manakah dari himpunan berikut yang merupakan basis dari P3?
a) {1+x1-x4 x+x° x —x*+x%},
b) {1-x1+x x+x3 xx*+x%},
3) Tentukan basis ruang vektor yang dibangun oleh:
a) {1,cosx(sinx — cosx), sinx(sinx + cosx), sinxcosx},
b) {1 + cosx, cos’x, sin’, cos2x}.
4) Tentukan basis dan dimensi ruang solusi sistem persamaan berikut

a) Xx+y—-2z +u=0 b) 2x-y+z-u =0
X -z-u=0 X+y-2z =0
X—y -3u=0 y—z +u=0

5) Tentukan basis dan dimensi ruang yang dibangun oleh himpunan vektor
berikut
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1101 —2||-5||5
a) s=4/1[[3]|2l|5|t. by T=14 0|-3]|15],|18
—4|lo||4]|a 0|[-2]]10

Kerjakanlah dengan dua cara mencari basis:
(i) menggunakan eliminasi Gauss pada matriks yang sesuai.
(i) membuang beberapa vektor dalam himpunan pembangun.

Petunjuk Jawaban Latihan

1) Dapat dikerjakan dengan dua cara: dengan eliminasi Gauss atau
menghitung determinan.
a) bukan basis, b) basis.

2) Nyatakan kombinasi linear himpunan itu terhadap basis baku.
a) bukan basis, b) basis.

3) a) {1,cos2x,sin2x}, b) {(1 + cosx, 1 + cos2x}.

4) Gunakan eliminasi Gauss.

1 1 0

. 1| - . . . -2 . .

a) Basis = , , dimensi =2, b) Basis = , dimensi =1.

1110 -1
0/ 1 1

13)(0

5) (i) 1 (,| 11}, (ii) Setiap himpunan bagian dari S yang mempunyai
—4)\2

tepat 2 unsur.

Kegiatan belajar ini membahas basis dan dimensi dari ruang vektor.
e B={uy U, ..., udc ruang vektor U disebut basis untuk U bila B
bebas linear dan membangun U.
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e B={u;, u,,..., u,} basis dari ruang vektor U, jika dan hanya
jika sistem persamaan linear [B] x = u punya tepat satu jawab untuk
tiapu e U.

e Basis untuk ruang solusi sistem persamaan linear homogen dapat
diketahui langsung dari bentuk himpunan solusi yang diperoleh
dengan eliminasi Gauss-Jordan.

e (i) Ruang vektor real V disebut berdimensi berhingga bila V
ruang nol atau bila basis untuk V mempunyai berhingga
banyaknya unsur.

(if) Ruang vektor real V disebut berdimensi tak berhingga bila V
tidak berdimensi berhingga: V memuat vektor tak nol dan setiap
himpunan berhingga vektor di V bukan merupakan basis untuk
V.

e Jika B ={uy, U, ..., uy} basis ruang vektor V, P = {wy, w,, . . .,
Wn} <V, dan m > n maka P tak bebas linear.

e Jika B; dan B, dua basis untuk ruang vektor V yang berdimensi
berhingga, banyaknya vektor dalam B; = banyaknya vektor dalam

B..

e i) JikaB= {uy uy ..., u,}himpunan n buah vektor yang bebas
linear dalam ruang vektor V yang berdimensi n maka B
membangun V.

ii) Jika B = {uy, Uy ..., u,} himpunan n buah vektor yang
membentang ruang vektor V yang berdimensi n maka B bebas
linear.

iii) Jika B = {uy, Uy, ..., u} himpunan n buah vektor yang bebas

linear dalam ruang vektor V yang berdimensi n, dan k < n, B
dapat diperluas menjadi suatu basis untuk V.(Supaya menjadi
basis, dapat ditambahkan ke dalam B beberapa vektor di V).
(dalil 4)

e Dari butir (i) dan (ii) dalil 4 dapat disimpulkan bahwa untuk
himpunan n buah vektor di R" pengertian basis, bebas linear dan
membangun adalah ekivalen.

e Basis suatu ruang vektor dengan himpunan pembangun tak bebas
linear dapat dicari dengan menjadikan vektor-vektor dalam
himpunan pembangun itu baris-baris suatu matriks. Dengan
melakukan eliminasi Gauss pada matriks itu sehingga berbentuk
matriks eselon, unsur-unsur basis adalah vektor yang berkaitan
dengan baris-baris tak nol matriks eselon itu.

e Untuk mendapatkan basis yang merupakan himpunan bagian dari
himpunan pembangun yang tak bebas linear dicari koefisien pada
kombinasi linear vektor-vektor dalam himpunan pembangun = 0 dan
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% TES FORMATIF 3

1)

2)

3)

4)

5)

membuang semua vektor yang merupakan kombinasi linear dari
vektor-vektor yang lainnya sehingga vektor-vektor yang masih
tinggal bebas linear dan membangun ruang vektor itu.

Jawablah pertanyaan berikut ini!

Tentukan basis ruang vektor yang dibangun oleh himpunan!
{cos2x, cosx(2sinx - cosx), sinx(sinx + 2cosx), sin’x}
(Nyatakan dahulu setiap vektor itu dalam basis baku.)
Cari basis dan dimensi ruang solusi sistem persamaan linear
X+ y—z+ u =0
2x+ y—3z+3u=0

X+ 2y =0
Periksa apakah himpunan polinom berikut merupakan basis dari P*!
a) {1-x+x51+x— 3 x+x x=x}
b) {1- x,x— x4 x*+x}
o) {1, x—x%x+x% 2x +x%}
Cari suatu basis ruang yang dibangun oleh:

1Y(1)(O 2

1((0(|1]]-1 S
S = : , dengan melakukan eliminasi Gauss
-1112]|] 3 1

0)(1){-1)(3

pada matriks yang baris-barisnya adalah vektor-vektor dalam S.
Tentukan pula dimensi ruang itu.
Cari basis dari ruang yang dibangun oleh;

1) (1 0)(2)(3

T= 23O = {wy, Wy, W3, Wy, W5} yang merupakan
- 110111111 - 1, VW2, VV3, 4:5yg p

0){1){-1){1)\2

himpunan bagian dari himpunan pembangun itu. Tentukan pula basis
ruang itu!
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Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 3 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 3.

Jumlah Jawaban yang Benar
Jumlah Soal

x100%

Tingkat penguasaan =

Aurti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = baik
70 - 79% = cukup
<70% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan modul selanjutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 3, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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Kunci Jawaban Tes Formatif

Tes Formatif 1
1) Sifat 1a), ketertutupan terhadap operasi "+ tak dipenuhi:

a)

b)

2) @)
b)
c)
3) a)
b)

Ambila=(x,y,z,u) €S danb=(p,q,r,s) €Smakac=a+b;
c=(cy, CpC3Cy)=a+tb=x+p,y+q,z+r,u+s),

dan c;+cy+CstCy= (X+y+z+u+p+g+r+s)=1+1=2=1.
Sifat 6), ketertutupan terhadap perkalian dengan skalar juga tak
dipenuhi:

Ambila=(x,y,z u) €S maka 2a = (2x, 2y, 2z, 2u) ¢S karena
2X+ 2y + 22+ 2u = 2(x+y+z+u) =2 # 1.

Sifat-sifat lainnya berlaku, diwariskan dari R*.

Sifat 1): Ambil f dan g €S maka f(x) = —f(1-x) dan g(x) = —g(1-x)
vxeR.

(f+ 9 =1x) +9(x) =-f(1-x) -9l -x)=-(f+9)(1-x)
vxeR. Jadif+g €S.

Sifat 6): Ambil fe S dan s R maka (sf)(x) = s(—f(1 — x)) = —sf(1 — x)
=~(sH(1—x).

Karena sifat lainnya diwariskan dari R* maka semua sifat ruang
vektor dipenuhi oleh S

tak benar. Ambil s=2,t=1,a=0makas0 =t0 , akan tetapi s #t.
tak benar. Ambil s=0,a=0, b =2a.

benar, Dalil 2 butir f.

ruang bagian.

bukan ruang bagian karena tak memuat vektor nol.

4) Tunjukkan bahwa himpunan itu tak memuat vektor nol.

5) (0,0) ¢S karena bilaa =0, a?— 1 = -1 =0, sedangkan bila a®~ 1 =0
maka a = 0. Jadi S bukan ruang bagian dari R% Hal ini tak bertentangan
dengan Dalil 5 karena sifat 1) dan sifat 6) tak dipenuhi.

Tes Formatif 2
1) Jawab:a+b=d-a.
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2)

3)

4)
5)

ALJABAR LINEAR ELEMENTER 2 ©

a 1((1(]1
. b T -1 |0f |1
Penjelasan: Supaya a = kombinasi linear dari Jd o,
c 21101
d 1]12]
1 1 1 X a
. . -1 0 -1 b
haruslah sistem persamaan linear yl=a= punya
2 01 c
1 2 1 L7 d|

Jawab.
Dengan melakukan serangkaian operasi baris elementer pada matriks
lengkap sistem persamaan itu, yakni:

1 1 1 a
-1 0 -1 b| . .
, kita peroleh hubungan yang dimaksud.
2 0 1 c
1 2 1 d

Tunjukkan sifat 1) dan 6) berlaku untuk V. Himpunan pembangunnya
ialah:

{(1, -1, 0, 0), (0, 0, 2, 1)} diperoleh dengan mencari solusi sistem
persamaan

X1+ X2 =0, X3 = 2X4.

Tunjukkan sifat 1) dan 6) berlaku untuk V. Himpunan pembangunnya
ialah:

{x =x2+23,1+x-x}

a) tak bebas linear  b) bebas linear.

Jawab: p=#1 & p=3.

Tes Formatif 3

1)

Dinyatakan dalam basis baku untuk PT3, yakni {1, cosx, sinx, cos2x,
sin2x} himpunan itu: {cos2x, —%—% COS2X + Sin2x, %—% COS2X + Sin2x,
11

5= 3% c0s2x}.

Ruang yang dibangun oleh himpunan vektor itu juga dibangun oleh
himpunan vektor {1, cos2x, sin2x}, yang jelas bebas linear.

Maka basis ruang vektor itu adalah {1, cos2x, sin2x}.
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2)

3)

4)

5)

Melakukan eliminasi Gauss pada sistem persamaan itu, memilih z dan u

bebas diperoleh solusi (x,y,z,u) =s(2,-110) +t(-2,1,0,1).

Basis ruang solusi adalah {(2, -1,1,0), (-2,1,0,1)}. (Jawab tergantung

kepada pemilihan komponen yang dianggap bebas). Dimensi ruang ini =

2.

a) Bukan basis karena tak bebas linear, sebab 1 — x + x* =1 + x*— x® +
(= x+x).

b) Bukan basis dari P® karena tak dapat membangun P?® yang
berdimensi 4, karena hanya terdiri dari 3 vektor.

c) Basis karena himpunan 4 buah vektor yang bebas linear.

Beberapa langkah eliminasi Gauss:

11 10 11 -1 0 11 -10
1 0 2 1|-B|0 -1 3 1| >0 -1 3 1
01 3 -1| >0 1 3 -1|+B,|0 0 6 O}
2 -1 1 3|-2B|0 -3 3 3|+3B;|0 0 9 0O

menghasilkan suatu basis {(1, 1, -1, 0), (0, -1, 3, 1), (0, 0, 1, 0)}.

Dan dengan demikian dimensi ruang itu = 3.

Kita cari Sy, Sp, Sz, Ss, S5 yang memenuhi  S;Wq + S;Wp + S3Wa + Sawy +
Ssws = 0.

Eliminasi Gauss:

11 0 23 -1 1 0 2 3 11 0 2 3
2 -1 3 1 0(-2B|0 3 3 -3 -6 " 01 -11 2
10 1 11 -B|0 -1 1 -1 -2 00 0 00O
01 112 01 -1 1 2 00 0 0O

Kita peroleh 2 persamaan dengan 5 bilangan yang dicari. Jadi 3 buah
dapat dibuat bebas, kita ambil s3 =r, s, ='s, S5 = t sehingga kita peroleh

s -1 -1 -1]

S, 1 -1 -2
S3|=r|1|+s{ 0|+t 0| rsteR.
Sy 0 1 0

| S5 | 0] |0 | 1]

Sekarang s;wi + SoW, + S3Wa + S4W, + SsWs = 0 menjadi:
(-=r—s—twy + (r—s—2t)w, + rws + swy + twg =
r(—wy + Wy + W3) + S(—Wy —W, + W) + t(-w; —2w, + ws) = 0, yang
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berlaku untuk semua nilai r, s, t €R. Dengan pemilihan dua dari nilai ini
= 0 dan satu nilai # 0, kita peroleh —-w;+ wy+ w3 =0, —-w; —w, + w; =0,
—W1—2W5 + W5 =0,

Hasil ini menunjukkan bahwa ws, w,, ws, masing-masing kombinasi
linear dari w4 dan w;.

Dengan demikian terlihat bahwa basis ruang kita adalah{w;,w,}, dan
dimensinya = 2.
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